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RESUME: Quelques applications de l’Ansatz de Bethe
L’Ansatz de Bethe est une me´thode utilise´e dans les mode`les quantiques inte´grables
pour une re´solution explicite de ceux-ci. Cette me´thode est expose´e ici dans un cadre
ge´ne´ral, valable pour les chaˆınes de spin quantiques 1D, les mode`les statistiques sur re´seau
(du type mode`les de vertex) 2D et les the´ories des champs relativistes a` 1 dimension
d’espace et 1 dimension de temps. Le lien avec les groupes quantiques est explicite´.
Plusieurs applications sont alors pre´sente´es. Le calcul des corrections de taille finie est
effectue´ par deux me´thodes: les Equations Non-Line´aires Inte´grales, que l’on applique a`
l’e´tude des e´tats du mode`le de Toda affine en constante de couplage imaginaire sur un
espace compactifie´, et leur interpolation entre la re´gion de haute e´nergie (ultra-violette)
et de basse e´nergie (infra-rouge); et les Equations d’Ansatz de Bethe Thermodynamique,
ainsi que les Equations de Fusion qui leur sont associe´es, dont on se sert pour de´terminer
la thermodynamique du mode`le de Kondo multi-canal ge´ne´ralise´. Ce dernier est ensuite
e´tudie´ plus en de´tail, toujours par l’Ansatz de Bethe et les groupes quantiques, de fac¸on
a` caracte´riser le spectre des excitations de basse e´nergie.
⋆mots-cle´s: mode`les inte´grables, diffusion factorise´e, Ansatz de Bethe, groupes quantiques,
effet Kondo.
ABSTRACT: A few applications of the Bethe Ansatz
The Bethe Ansatz is a method that is used in quantum integrable models in order
to solve them explicitly. This method is explained here in a general framework, which
applies to 1D quantum spin chains, 2D statistical lattice models (vertex models) and
relativistic field theories with 1 space dimension and 1 time dimension. The connection
with quantum groups is expounded. Several applications are then presented. Finite size
corrections are calculated via two methods: The Non-Linear Integral Equations, which
are applied to the study of the states of the affine Toda model with imaginary coupling,
and their interpolation between the high energy (ultra-violet) and low energy (infra-red)
regions; and the Thermodynamic Bethe Ansatz Equations, along with the associated
Fusion Equations, which are used to determine the thermodynamic properties of the gen-
eralized multi-channel Kondo model. The latter is then studied in more detail, still using
the Bethe Ansatz and quantum groups, so as to characterize the spectrum of the low
energy excitations.
⋆ keywords: integrable models, factorized scattering, Bethe Ansatz, quantum groups,
Kondo effect.
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Introduction
Pendant les trois ans qu’a dure´ mon travail de the`se, j’ai consacre´ un temps a` peu
pre`s e´gal a` deux sujets: les mode`les de matrice et les mode`les inte´grables. Nous allons
dans cette introduction expliquer les enjeux de ces deux the`mes de recherche; par la
suite, il ne sera plus question que de mode`les inte´grables, pour des raisons qui vont eˆtre
expose´es ci-dessous. Dans tout ce qui suit, les chiffres romains de´signent les articles que
j’ai e´crits et qui sont place´s en appendice; ainsi, [IV.3.1] de´signe la section 3.1 de l’article
IV, tandis que (III.2.7) de´signe l’e´quation (2.7) de l’article III. Nous ne donnerons aucune
re´fe´rence dans cette introduction, celles-ci e´tant contenues dans les articles et/ou dans le
texte de la the`se.
Les mode`les de matrices ont de multiples applications physiques: gravitation quan-
tique bidimensionnelle, statistique des membranes, physique des syste`mes de´sordonne´s.
Le point commun de ces diffe´rents domaines est la possibillite´ de se ramener au calcul de la
fonction de partition – ou de fonctions de corre´lations d’observables – de mode`les dont les
champs sont des matrices N ×N , ou` la taille N est ge´ne´ralement suppose´e grande. Dans
les cas les plus simples, le calcul est effectue´ en se ramenant a` un point de col sur les valeurs
propres des matrices. Je me suis pour ma part inte´resse´ a` un certain nombre de me´thodes
mathe´matiques pour traiter des cas plus complique´s: de´veloppement en caracte`res, points
de col non-triviaux, proble`mes d’inversion fonctionnelle, etc. J’ai applique´ certaines de
ces me´thodes dans les articles [I,II,V], que je vais maintenant brie`vement pre´senter.
Le proble`me qui est a` la base de [I,II] est le suivant: en physique nucle´aire et en
physique des syste`mes de´sordonne´s, on repre´sente les Hamiltoniens de syste`mes com-
plexes ou de´sordonne´s par des matrices ale´atoires de grande taille. On s’inte´resse alors a`
la statistique des niveaux (valeurs propres des matrices). Une donne´e a priori est la loi de
probabilite´ des matrices: de celle-ci de´pendent e´videmment les proprie´te´s statistiques des
niveaux. Ainsi, si le Hamiltonien posse`de une syme´trie, de telle sorte qu’on peut le diag-
onaliser par blocs dans les diffe´rentes repre´sentations de cette syme´trie, alors les valeurs
propres appartenant a` des repre´sentations distinctes seront totalement incorre´le´es. A
l’oppose´, pour une mesure raisonnablement re´gulie`re sur l’espace des matrices, des argu-
ments e´le´mentaires (de´terminant de Van Der Monde dans la mesure exprime´e en termes
des valeurs propres) montrent que les diffe´rents niveaux ont tendance a` se repousser.
Il est donc essentiel de comprendre jusqu’a` quel point les proprie´te´s statistiques des
niveaux sont affecte´es par le choix de la mesure. On recherche en particulier des classes
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d’universalite´ de mesures pour lesquelles, dans la limite de taille infinie des matrices, les
corre´lations entre valeurs propres acquie`rent la meˆme forme.
Il existe une certaine classe de mode`les pour lesquels les fonctions de corre´lation
des valeurs propres se factorisent sous forme de de´terminant (Eq. (I.1.2)); dans ce
cas, l’analyse des corre´lations est grandement facilite´e, et on a en particulier acce`s a`
la fonction d’espacement des niveaux, qui est l’une des principales quantite´s physiques
recherche´es. Dans [I], il est prouve´ que pour une classe de mode`les assez large, une telle
formule de de´terminant existe. Dans [II] est de´veloppe´e une nouvelle me´thode pour ex-
primer le noyau qui apparaˆıt dans la formule de de´terminant, a` travers des e´quations aux
de´rive´es partielles qu’il satisfait. On parvient alors a` de´montrer l’universalite´ a` courte
distance de l’espacement des niveaux (courte distance voulant dire un espacement de
l’ordre de 1/N , N taille de la matrice). Les appendices de [II] contiennent quelques
re´sultats comple´mentaires obtenus par des me´thodes similaires, dont une de´monstration
e´le´mentaire de formules de de´veloppements en caracte`res. Les deux articles [I,II] s’auto-
suffisent, et c’est pourquoi j’ai choisi de ne plus parler de cette partie de mon travail dans
la suite de cette the`se.
J’ai e´galement applique´ des techniques assez proches, en particulier le de´veloppement
en caracte`res de´ja` e´voque´ dans [II], dans mon dernier travail sur le mode`le a` deux matri-
ces avec terme en ABAB [V]. Ce mode`le, de par son de´veloppement en diagrammes de
Feynmann, est en fait un mode`le de surfaces discre´tise´es (soit encore de gravite´ quantique
bidimensionnelle), sur lesquelles on dessine des boucles de deux couleurs (qui forment la
matie`re couple´e a` la gravite´). L’article, tel qu’il est pre´sente´ dans l’appendice, est encore
au stade de brouillon, mais il montre que ce nouveau mode`le de posse`de des proprie´te´s
inte´ressantes (transition de phase, point critique c = 1 . . .). Etant donne´ que le travail,
au moment ou` j’ai e´crit ce me´moire de the`se, n’e´tait pas encore termine´, il n’en sera plus
question non plus dans ce qui suit.
Passons donc au deuxie`me sujet, les mode`les inte´grables, que j’e´tudie depuis environ
deux ans. Je me suis plus pre´cise´ment inte´resse´ a` un certain nombre de the´ories des
champs a` deux dimensions, qui s’ave`rent eˆtre inte´grables. Qu’entend-on par la` ? La de´-
finition classique d’inte´grabilite´ pour un syste`me qui posse`de un nombre fini de degre´s de
liberte´ sugge`re qu’une telle the´orie doit posse´der une infinite´ de quantite´s conserve´es qui
commutent entre elles; on impose ge´ne´ralement a` celles-ci une condition de localite´ appro-
prie´e (sur des e´tats asymptotiques compose´s de particules e´loigne´es les unes des autres,
ces quantite´s se de´composent en somme de termes correspondant a` chaque particule).
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Ces lois de conservation ont pour conse´quence que la cine´matique des the´ories
inte´grables est extreˆmement contrainte; c’est la` qu’intervient de manie`re cruciale le fait
que l’on se place a` 2 dimensions. On trouve les proprie´te´s suivantes: a) Il y a conserva-
tion du nombre de particules, c’est-a`-dire plus pre´cise´ment que le nombre de particules
d’une masse donne´e est fixe, les particules de meˆme masse e´tant interchangeables1. b)
Il y a diffusion factorise´e des particules (sans re´flexion possible pour des particules de
masses diffe´rentes): la diffusion d’un nombre quelconque de particules se factorise comme
produit de diffusions de 2 particules; la condition de cohe´rence de cette factorisation est
l’e´quation dite de Yang–Baxter, sur laquelle nous reviendrons en de´tail. Il existe des
solutions non-triviales des e´quations de Yang–Baxter, c’est-a`-dire correspondant a` des
matrices S de diffusion non-diagonale; nous utiliserons pour notre part les solutions dites
rationnelles et trigonome´triques.
L’existence d’une infinite´ de quantite´s conserve´es qui commutent entre elles s’ave`re
n’eˆtre qu’une partie de la syme´trie des mode`les inte´grables; en e´tudiant l’alge`bre de
Yang–Baxter associe´e aux e´quations du meˆme nom, il s’ave`re que l’objet alge´brique
qu’il convient de conside´rer est ce qu’on appelle les groupes quantiques Chaque solu-
tion des e´quations de Yang–Baxter est naturellement relie´e a` un groupe quantique2, qui
est repre´sente´ par une alge`bre d’ope´rateurs sur le Hilbert de la the´orie.
Arrivons-en au sujet central de cette the`se: l’Ansatz de Bethe est une me´thode
de´veloppe´e originellement pour diagonaliser le Hamiltonien de chaˆınes de spins inte´grables,
et dont on verra qu’il peut e´galement conduire, dans une limite d’e´chelle approprie´e, a` une
description comple`te de the´ories quantiques des champs inte´grables (spectre, matrices S,
etc). L’“Ansatz”, dans la formulation originelle de Bethe, consiste a` supposer une cer-
taine forme de la fonction d’onde, afin de diagonaliser le Hamiltonien. Dans cette the`se,
nous ferons appel a` une version plus abstraite de l’Ansatz de Bethe, nomme´e Ansatz de
Bethe alge´brique.
En comparant les deux paragraphes pre´ce´dents, on se rend compte, que, pour que
la proce´dure de diagonalisation de l’Ansatz de Bethe ait un sens, il faut que l’alge`bre
1 Pour une the´orie non-inte´grable, la conservation du nombre de particules n’a en ge´ne´ral
lieu que dans la limite non-relativiste (c → ∞), ou` la production/annihilation de particules est
supprime´e, et qui nous rame`ne a` un proble`me de me´canique quantique non-relativiste.
2 Ceci n’est strictement vrai que pour les solutions rationnelles/trigonome´triques. Pour les
solutions elliptiques, il faut conside´rer un objet mathe´matique un peu plus ge´ne´ral (groupe
quantique elliptique).
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de syme´trie du mode`le ne soit pas trop grosse (sinon, il y aurait une trop grande
de´ge´ne´rescence du spectre). Or, les groupes quantiques associe´s aux solutions de Yang–
Baxter qui nous inte´ressent (solutions avec parame`tres spectraux) sont des groupes quan-
tiques affines, c’est-a`-dire intuitivement des syme´tries de dimension infinie. Ceci nous
ame`ne a` l’une des ambiguite´s fondamentales de l’Ansatz de Bethe: pour re´soudre un
mode`le inte´grable, l’Ansatz de Bethe nous force a` briser l’e´norme syme´trie sous-jacente !
En pratique, on diagonalise le Hamiltonien sur un espace compactifie´ de longueur finie,
alors que les groupes quantiques (affines) ne sont typiquement des syme´tries que sur un
espace non-compactifie´3. La syme´trie comple`te ne re´apparaˆıt que dans la limite de taille
infinie de l’espace. On verra que l’on peut tout de meˆme restaurer un “sous-groupe de
dimension finie” de la syme´trie comple`te sur un espace de taille finie, a` condition de pren-
dre des conditions aux bords particulie`res: celui-ci joue alors le roˆle habituel de groupe de
syme´trie globale (comme SU(2) dans le mode`le de spins de Heisenberg) du mode`le. On
verra e´galement que cette subtilite´ rend difficile la comparaison entre l’Ansatz de Bethe
et la The´orie Conforme (deux domaines dans lesquels la notion de groupe quantique joue
un roˆle-cle´), du fait qu’en the´orie conforme on suppose ge´ne´ralement l’espace compactifie´
(quantification radiale).
Une fois e´mise cette re´serve, on verra que l’on peut tout de meˆme extraire de l’Ansatz
de Bethe l’essentiel de la physique des mode`les inte´grables connus. Nous reprendrons tout
d’abord l’exemple historique de la chaˆıne de spins XXX (chapitre 1), et nous verrons
comment une le´ge`re ge´ne´ralisation de ses e´quations d’Ansatz de Bethe de´crit e´galement
d’autres the´ories relie´es. Nous introduirons sur ce cas particulier l’une des notions-cle´ de
cette the`se, celle d’Equations d’Ansatz de Bethe physiques. Le contenu du chapitre 1 est
tre`s classique, et nous adopterons donc une de´marche synthe´tique et moderne (mais qui
reste suivable pas-a`-pas) pour le parcourir.
Le chapitre 2 contient l’essentiel de la technique ne´cessaire pour les applications de
l’Ansatz de Bethe que l’on a en vue. Tout d’abord, une bre`ve introduction aux groupes
quantiques, qui, volontairement, ne rentre pas plus dans les de´tails mathe´matiques qu’il
n’est juge´ utile, permet de replacer le cas particulier e´tudie´ au chapitre 1 dans un con-
texte plus ge´ne´ral; ceci permet alors d’en e´tudier un certain nombre de ge´ne´ralisations, et
3 Notons que cette approche est strictement non-historique, puisqu’on a d’abord re´solu des
mode`les avec des conditions pe´riodiques aux bords (ou` l’alge`bre de Yang–Baxter suffit a` assurer
la solubilite´), puis on s’est rendu compte que la limite thermodynamique faisait apparaˆıtre une
syme´trie plus grande . . .
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d’analyser les Equations d’Ansatz de Bethe associe´es. Bien qu’une partie du chapitre 2
soit constitue´e de re´sultats bien connus, la manie`re dont ils sont pre´sente´s et les commen-
taires qui les accompagnent me sont propres. En particulier, les sections 2.3.3, 2.3.4 et 2.5
contiennent des observations nouvelles. Egalement, nous nous appuierons de plus en plus,
au fur et a` mesure des ge´ne´ralisations, sur les diagrammes qui repre´sentent les Equations
d’Ansatz de Bethe: bon nombre de phe´nome`nes physiques se “voient” sur ces diagrammes.
Nous rentrerons dans le vif du sujet avec le chapitre 3. Celui-ci pre´sente les Equa-
tions d’Ansatz de Bethe Thermodynamique, qui gouvernent les syste`mes a` tempe´rature
finie, puis les Equations Non-Line´aires Inte´grales qui sont relie´es aux syste`mes sur un es-
pace de taille finie. Nous tenterons en particulier de comprendre en de´tail la signification
des re´sultats de [IV], obtenus graˆce aux Equations Non-Line´aires Inte´grales du mode`le
de Toda affine en constante de couplage imaginaire.
Enfin, nous appliquerons les techniques des chapitres 2 et 3 a` l’e´tude du mode`le
σ principal SU(N) et de sa ge´ne´ralisation, le mode`le de Wess–Zumino–Witten SU(N).
Nous obtiendrons pour ce dernier un certain nombre de re´sultats non publie´s, en partic-
ulier une description explicite des excitations de basse e´nergie. Nous nous inte´resserons
alors a` un mode`le intimement lie´ au mode`le de Wess–Zumino–Witten qu’est le mode`le
de Kondo. En plus des re´sultats physiques nouveaux obtenus dans [III], nous tenterons
d’e´laborer une vision intuitive de la physique de basse e´nergie du mode`le de Kondo
dans ses diffe´rents re´gimes, et ce en particulier graˆce aux Equations d’Ansatz de Bethe
Physiques.
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1. L’Ansatz de Bethe: la chaˆıne XXX
L’Ansatz de Bethe est une me´thode qui permet la diagonalisation explicite du Hamil-
tonien de the´ories inte´grables. Les e´tats propres de´pendent de nombres complexes appele´s
les parame`tres spectraux; ceux-ci ve´rifient un syste`me d’e´quations alge´briques couple´es,
les Equations d’Ansatz de Bethe (BAE). Dans une limite thermodynamique a` de´finir, ces
e´quations se re´duisent a` des e´quations line´aires inte´grales pour les densite´s de ses racines.
Les paragraphes qui suivent rappellent brie`vement la solution de la chaˆıne de spins
XXX (1.1.1) et de mode`les relie´s (1.1.2-1.1.3) par l’Ansatz de Bethe (1.1.4-1.1.5); puis
les e´quations continues qui apparaissent dans la limite thermodynamique (section 1.2).
Nous expliquerons en particulier la distinction entre Equations d’Ansatz de Bethe Nues
et Equations d’Ansatz de Bethe Physiques (1.2.5).
De manie`re ge´ne´rale, nous insisterons plus sur la the´orie des champs continue que
l’on obtient dans une limite d’e´chelle relativiste que sur les mode`les de de´part (de type
“chaˆıne de spins”); a` plusieurs endroits, tout au long de cette the`se, nous supposerons
que nous avons affaire a` une the´orie des champs relativiste pour faire un calcul, bien que
ce ne soit souvent pas indispensable.
1.1. L’Ansatz de Bethe Alge´brique
Nous allons maintenant passer en revue plusieurs mode`les dont la re´solution passe
par l’introduction d’un ope´rateur que nous nommerons matrice de transfert, et dont la
forme la plus ge´ne´rale sera conside´re´e au 1.1.3. On proce`dera alors a` la diagonalisation
de cette matrice de transfert, graˆce a` l’Ansatz de Bethe Alge´brique; celui-ci nous conduira
aux Equations d’Ansatz de Bethe.
1.1.1. La chaˆıne de spins 1/2 XXX
Conside´rons une chaˆıne de spins quantiques 1/2 place´s sur M sites, avec des con-
ditions de bord pe´riodiques. Soit V = C2 la repre´sentation de spin 1/2 de SU(2), et
Vk = V l’espace du k
e`me spin; le Hamiltonien HXXX de la chaˆıne de spin XXX, qui agit
donc sur l’espace de Hilbert H =⊗Mk=1 Vk = V ⊗M , est
HXXX = 2
M∑
k=1
~sk ·~sk+1 (1.1)
ou` les composantes sAk (A = 1, 2, 3) de ~sk sont les ge´ne´rateurs (hermitiens) de su(2),
agissant sur le ke`me site. On a la condition de pe´riodicite´ ~sk+M ≡~sk.
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Le Hamiltonien HXXX posse`de une invariance e´vidente SU(2): [HXXX, ~S] = 0 ou`
~S =
∑M
k=1~sk. L’interaction entre spins est antiferromagne´tique, donc meˆme le vide de la
the´orie n’est pas trivial.
Pour diagonaliser HXXX, on introduit la matrice R agissant dans l’espace V ⊗ V :
R(λ) =
λ− iP
λ− i (1.2)
ou` P permute les deux facteurs du produit tensoriel V ⊗V , et λ est un nombre complexe
(le parame`tre spectral). Nous repre´senterons R par une intersection (figure 1).
λ
2
1
Fig. 1: La matrice R(λ). Le parame`tre λ doit eˆtre conside´re´ comme la diffe´rence
des parame`tres spectraux des deux lignes qui se croisent: R(λ) ≡ R12(λ1 − λ2).
On utilisera une notation courante dans les mode`les inte´grables, qui consiste a` placer
en indice d’un ope´rateur les espaces sur lequel il agit; ainsi, on notera R12 pour indiquer
que la matrice R agit sur l’espace V1 ⊗ V2, ou` V1 et V2 sont deux espaces quelconques
isomorphes a` V . Sur un dessin, le premier indice correspond a` la ligne qui est en-dessous
de l’autre a` gauche de l’intersection.
Avec la convention de normalisation choisie4, R ve´rifie la condition dite d’unitarite´,
qui peut eˆtre repre´sente´e par la figure 2.
11
2 2
λ−λ
Fig. 2: La condition d’unitarite´.
4 Pour son application a` la chaˆıne XXX, la normalisation de la matrice R n’a aucune impor-
tance et l’on pourrait la multiplier par une fonction (scalaire) arbitraire de λ. Pour le mode`le
NJL (cf section 1.1.2), l’unitarite´ est indispensable, sans qu’elle de´termine pour autant la nor-
malisation de manie`re unique – pour ce faire, on a besoin d’une autre condition que l’on verra
plus loin: la syme´trie de croisement, qui donne la “bonne” normalisation de R.
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On voit d’emble´e un premier avantage de la notation indicie´e: en effet, on peut e´crire
graˆce a` elle la condition d’unitarite´:
R12(λ)R21(−λ) = 1 (1.3)
alors qu’avec des notations plus explicites il faudrait e´crire: R(λ)PR(−λ)P = 15. Pour
λ re´el, R21(−λ) = R12(λ)† et donc R(λ) est unitaire.
R posse`de aussi une proprie´te´ d’invariance SU(2) en ce sens que R commute avec
l’action de SU(2) sur V⊗V . En termes de projecteurs P1 et P0 sur les sous-repre´sentations
irre´ductibles (de spins 1 et 0) de SU(2) dans V ⊗ V , on a R(λ) = P1 + λ+iλ−iP0.
De plus, la matrice R ve´rifie la ce´le`bre e´quation de Yang–Baxter [1]:
R12(λ1 − λ2)R13(λ1 − λ3)R23(λ2 − λ3) = R23(λ2 − λ3)R13(λ1 − λ3)R12(λ1 − λ2) (1.4)
que l’on peut repre´senter graphiquement par la figure 3.
33
1
1
2
2
Fig. 3: L’e´quation de Yang–Baxter. On peut faire franchir a` une ligne
l’intersection de deux autres.
Les matrices R agissent dans (1.4) sur deux de trois espaces V1, V2, V3 quelconques
isomorphes a` V , les indices indiquant lesquels. Notons que si on lit les dessins de gauche a`
droite (et de haut en bas pour les lignes verticales), alors on obtient les expressions corre-
spondantes de droite a` gauche. Ce choix est conventionnel, et peut varier selon les auteurs.
Le fait que la matrice R ve´rifie l’e´quation de Yang–Baxter est essentiel, car c’est
cette relation qui assure qu’il existe une alge`bre de Yang–Baxter sous-jacente [2], et donc
au final, l’inte´grabilite´.
5 Comme R commute avec P, on voit que l’on pourrait en fait e´crire plus simplement
R(λ)R(−λ) = 1. Mais cette dernie`re proprie´te´ est moins ge´ne´rale.
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Introduisons maintenant un espace auxiliaire Va = V en plus de nos espaces
physiques de spins Vi, et conside´rons la matrice de monodromie Ta(λ) agissant sur
Va ⊗H: 6
Ta(λ) = RaM (λ)RaM−1(λ) . . .Ra1(λ) (1.5)
Les matrices Rai agissent sur le produit tensoriel de l’espace auxiliaire Va et d’un espace
physique Vi (figure 4). Rappelons que a n’est pas un indice (qui pourrait prendre des
valeurs), mais bien le label de´signant l’espace auxiliaire Va.
a
Μ−1 Μ2
λ λ λ λ
1
Fig. 4: La matrice de monodromie Ta(λ).
En conside´rant deux espaces auxiliaires Va et Vb, donc deux matrices de monodromie
Ta et Tb, et en appliquant a` re´pe´tition (1.4), on obtient les “relations RTT” (figure 5):
Rab(λ− µ)Ta(λ)Tb(µ) = Tb(µ)Ta(λ)Rab(λ− µ) (1.6)
2
µ µ
1
λ λ
Μ
µ
λ
b
a
2
λ
1
µ µ
Μ
λλ
a
b
µ
Fig. 5: Les relations RTT .
On a pris dans (1.4) l’un des 3 parame`tres spectraux e´gaux a` ze´ro; il aurait pu eˆtre
non nul si nous l’avions incorpore´ dans la de´finition (1.5) de la matrice de monodromie
(en fait, on peut meˆme plus ge´ne´ralement conside´rer une matrice de monodromie inho-
moge`ne, ce que nous ferons au 1.1.3). Si l’on avait laisse´ le troisie`me parame`tre spectral,
l’e´quation (1.6) serait exactement de la meˆme forme que (1.4); nous reviendrons sur ce
point lorsqu’il sera question de fusion (section 2.3).
6 Pour suivre rigoureusement la notation qui consiste a` placer en indice l’espace sur lequel
les ope´rateurs agissent, il faudrait noter: TaH(λ), mais nous supprimerons syste´matiquement les
indices H.
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Introduisons finalement la matrice de transfert T(λ)
T(λ) = tra(Ta(λ)) (1.7)
qui est un ope´rateur sur H obtenu en prenant la trace de Ta(λ) sur l’espace auxiliaire Va.
Les relations RTT (1.6) impliquent, R e´tant inversible, que les matrices T(λ) com-
mutent entre elles pour des valeurs diffe´rentes du parame`tre spectral:
[T(λ),T(µ)] = 0 (1.8)
Elles peuvent donc eˆtre diagonalise´es simultane´ment. Comme (λ + i)MT(λ) est un
polynoˆme de degre´ M en λ, on obtient ainsi M quantite´s inde´pendantes qui commu-
tent (cf la de´finition classique d’inte´grabilite´). Calculons les premie`res en de´veloppant
T(λ) autour de λ = 0; on trouve que
T(λ = 0) = PaMPaM−1 . . .Pa1 (1.9)
est l’ope´rateur de translation discre`te sur la chaˆıne pe´riodique (figure 6).
21 Μ−1 Μ
Fig. 6: La matrice de transfert T(λ = 0). C’est en fait la matrice de monodromie
qui est repre´sente´e, car pour prendre la trace sur l’espace auxiliaire, il faudrait
refermer le trait horizontal sur lui-meˆme.
On a donc T(λ = 0) = e−iPa, ou` P est l’ope´rateur d’impulsion, et a est la distance
entre 2 sites voisins. On peut aussi conside´rer l’impulsion par site: p = P/M de sorte
que T(λ = 0) = e−ipL ou` L =Ma est la longueur de la chaˆıne.
Ensuite, on de´veloppe au premier ordre T(λ) (figure 7) et on utilise la relation
Pk k+1 = 1/2 + 2~sk ·~sk+1; on obtient
1 Μ−12 k k+1 Μ
Fig. 7: Un terme dans le de´veloppement au premier ordre de T(λ) en λ = 0
(multiplie´ par T(0)−1).
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1i
T(λ)−1
d
dλ
T(λ)|λ=0 = −M/2 +HXXX (1.10)
donc HXXX est l’un des M Hamiltoniens commutant entre eux. On a ainsi ramene´ la
diagonalisation de HXXX a` celle de T(λ).
1.1.2. Le mode`le de Nambu–Jona-Lasinio (NJL) SU(2)
Conside´rons a` pre´sent un autre mode`le, le mode`le de Nambu–Jona-Lasinio [3] (par-
fois aussi nomme´ mode`le de Gross–Neveu chiral) a` deux dimensions. C’est une the´orie
des champs relativiste (une dimension d’espace, une dimension de temps); le Lagrangien
est exprime´ en termes de fermions de Dirac (il y a donc 2 chiralite´s) qui sont des doublets
de U(2) et qui interagissent via une interaction a` quatre fermions:
L = iψ¯a/∂ψa − g~µ · ~µ (1.11)
a = 1, 2 est l’indice de doublets de U(2) et µ = 0, 1 est l’indice d’espace-temps. ~µ est le
courant SU(2); explicitement, jµA = ψ¯aS
A
abγ
µψb, ou` les S
A sont les ge´ne´rateurs (hermi-
tiens) de su(2) dans la repre´sentation doublet des fermions. Dans (1.11), il y a sommation
sur les indices (tensoriels) re´pe´te´s, comme partout dore´navant.
Pour assurer la renormalisabilite´ du mode`le, il faudrait ajouter e´galement un terme
courant-courant U(1), mais comme il va s’ave´rer que le secteur U(1) de la the´orie est
trivial et se de´couple, nous omettons ce terme.
Le mode`le NJL est inte´ressant car il exhibe un certain nombre de phe´nome`nes
physiques universels, tels que la ge´ne´ration dynamique de masse, la liberte´ asympto-
tique [4], et d’autres plus spe´cifiques a` la dimension 2, comme l’apparition d’un secteur
non-massif malgre´ l’impossibilite´ d’avoir des bosons de Goldstone, du fait que la syme´trie
chirale ne peut pas eˆtre brise´e. Tout ceci apparaˆıt dans sa solution par l’Ansatz de Bethe
[5]. Pre´cisons maintenant quelles sont les syme´tries du Lagrangien:
⋄ invariance sous SU(2). En fait, on a bien suˆr une syme´trie U(2), mais, comme on l’a
de´ja` signale´, le secteur U(1) de la the´orie ne nous inte´resse pas, donc on ne conside`re
qu’une syme´trie SU(2)7. L’invariance se´pare´e des deux chiralite´s sous l’action de
SU(2) (syme´trie SU(2)+ × SU(2)−) est, elle, brise´e par l’interaction.
7 Notons que U(2) n’est que localement isomorphe a` SU(2) × U(1): plus pre´cise´ment
U(2) = (SU(2) × U(1))/Z2, donc on ne peut pas “comple`tement” de´coupler U(1) et SU(2).
Nous reviendrons sur cette subtilite´ au chapitre 3.
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⋄ syme´trie chirale U(1)8, donc conservation du nombre de fermions gauches et droits.
Cette dernie`re proprie´te´ est caracte´ristique d’une the´orie dont la diffusion est fac-
torise´e (cf introduction); elle permet de se placer d’un point de vue dit de “premie`re
quantification”, c’est-a`-dire de conside´rer le Hamiltonien a` nombre fixe´ de particules.
Fixons donc le nombre de particulesM du syste`me. Il est important de souligner que
ces particules “nues”, c’est-a`-dire les fermions qui apparaissent dans le Lagrangien, ne
sont pas les excitations physiques du mode`le. En effet, le vrai vide de la the´orie contient
un condensat de fermions, dont les excitations physiques sont des excitations collectives
de spin. Nous extrairons ces dernie`res par une proce´dure de limite d’e´chelle dans laquelle
nous enverrons la densite´ line´ique de fermions M/L a` l’infini tout en maintenant une
e´chelle de masse fixe´e, et recouvrerons ainsi l’invariance relativiste de la the´orie.
Commenc¸ons par conside´rer le cas M = 2. Si les deux particules sont de chiralite´s
diffe´rentes, le Hamiltonien s’e´crit:
H = i(∂1 − ∂2) + 4g δ(x1 − x2)P (1.12)
ou` x1 et x2 sont les positions des particules gauche et droite, et P permute les deux
particules. Cherchons a` re´soudre l’e´quation de Schro¨dinger associe´e H|Φ〉 = E|Φ〉, avec
|Φ〉 =
∫
dx1 dx2Φ
ab(x1, x2)ψ
a(x1)ψ
b(x2)|0〉
Dans chacune des re´gions x1 < x2 et x1 > x2, on peut choisir |Φ〉 sous forme d’onde plane:
Φab(x1, x2) = e
i(p1x1+p2x2)
{
φab1 x1 < x2
φab2 x1 > x2
(1.13)
de fac¸on a` satisfaire l’e´quation de Schro¨dinger avec E = p2 − p1. Les composantes de
spin de la fonction d’onde φ1 et φ2 appartiennent, pour reprendre les notations du 1.1.1,
a` V ⊗ V . L’Ansatz (1.13) sur la forme de la fonction d’onde contient implicitement le
fait que l’e´nergie/impulsion est conserve´e se´pare´ment pour chaque particule lors de la
diffusion (ce qui est caracte´ristique d’une the´orie inte´grable).
8 Cette syme´trie – dont le courant de´veloppe une anomalie, mais qui n’est pas brise´e – inter-
dit aux fermions d’avoir une masse: nous verrons qu’il y a effectivement un secteur non-massif
de la the´orie (le secteur U(1)), mais il est trivial et se de´couple du secteur en interaction (le
secteur SU(2)), qui, lui, e´chappe a` l’interdiction et posse`de une masse.
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Il faut ensuite assurer le “recollement” des deux solutions a` x1 = x2; on ve´rifie que
si φ2 = S−+ φ1, ou` la matrice S “nue” S−+ entre particules gauches et droites agit sur
V ⊗ V et vaut
S−+ =
1 + igP
1− igP (1.14)
alors |Φ〉 est vecteur propre de H.
Si les deux particules sont de meˆme chiralite´, il n’y a pas d’interaction entre elles, et
on pourrait eˆtre tente´ de prendre les ondes planes comme base des fonctions propres deH.
Cependant, il y a une grande de´ge´ne´rescence dans le spectre, du fait que E = ±(p1 + p2)
ne de´pend que de p1 + p2 et pas de chacune des impulsions se´pare´ment. On peut tirer
parti de ce fait pour prendre les vecteurs propres du meˆme type que (1.13), avec une
matrice S++ ou S−− reliant φ1 et φ2 a priori quelconque. Chaque choix de matrice S
constitue un choix de base de fonctions propres. Gardons pour l’instant S++ et S−−
arbitraires; nous les fixerons ulte´rieurement.
Conside´rons maintenant le syste`me avec un nombre supe´rieur de particulesM ; la ie`me
particule est de chiralite´ ǫi (+ pour les particules droites, − pour les particules gauches).
On peut ope´rer de la meˆme manie`re que pour M = 2 et se´parer l’espace des positions
(x1, . . . , xM ) de nos particules en re´gions du type xσ(1) < xσ(2) < . . . < xσ(N), ou` σ est une
permutation quelconque; dans chacune de ces re´gions, on a, avec des notations e´videntes
Φa1...aM (x1, . . . , xM ) = φ
a1...aM
σ e
i(p1x1+···+pMxM ) (1.15)
et l’e´nergie totale vaut E = ǫ1p1 + · · ·+ ǫMpM .
A nouveau, a` la frontie`re entre deux domaines, soit quand xi = xj , on doit utiliser
la matrice Sij ≡ Sǫiǫj correspondant aux chiralite´s des particules i et j et agissant sur
les ie`me et j e`me indices de φa1...aMσ . Nous utilisons ici la factorisation de la diffusion, en
termes de diffusions successives entre 2 particules (lire a` ce sujet [6]).
Evidemment, cette proce´dure n’est cohe´rente que si la de´finition de la fonction d’onde
ne de´pend pas du chemin choisi lors des franchissements de frontie`res successifs pour aller
d’une re´gion a` une autre; on peut ve´rifier que ceci impose pour seule condition, en de-
hors des relations triviales SijSji = 1 (soit explicitement S+−PS+−P = S++PS++P =
S−−PS−−P = 1), l’e´quation de Yang–Baxter pour les matrices S:
SijSikSjk = SjkSikSij (1.16)
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Nous allons maintenant choisir S++ = S−− de telle fac¸on que (1.16) soit satisfaite. Pour
ce faire, on observe que si Sij = R(θi − θj), ou` R est la matrice qui a e´te´ de´finie dans
(1.2), pour des parame`tres θi bien choisis, alors d’apre`s (1.4), (1.16) sera automatique-
ment satisfaite (et SijSji = 1 n’est autre que la condition d’unitarite´ de R(λ)).
Prenons donc θi = ǫi/c, ou` c est une nouvelle parame´trisation de la constante de
couplage: c = 4g/(1− g2). On ve´rifie que S−+, donne´e par (1.14), vaut bien R(−2/c)9.
De plus, ce choix impose une matrice S non-triviale: S++ = S−− = P entre particules
de meˆme chiralite´.
Maintenant que l’on a trouve´ les matrices S nues, on utilise une proce´dure standard
pour parvenir a` la matrice de transfert (et donc aux e´quations d’Ansatz de Bethe): celle
du de´phasage (phase shift). Elle consiste a` conside´rer un espace compactifie´ de longueur
L, ce qui revient a` imposer des conditions au bord pe´riodiques a` la fonction d’onde
Φa1...aM (x1, . . . , xM ). Plac¸ons-nous par exemple dans la re´gion x1 < x2 < . . . < xM ,
choisissons un certain xk et augmentons-le de manie`re a` lui faire faire le tour des autres
xi; on voit facilement que la condition xk ≡ xk + L se re´crit:
e−ipkL = Sk k−1 . . . Sk1SkM . . . Sk k+1 (1.17)
(1.17) doit eˆtre interpre´te´e comme une e´quation aux valeurs propres de l’ope´rateur du
second membre Tk = Sk k−1 . . . Sk1SkMSk k+1, le vecteur propre correspondant e´tant
φa1...aM1 . Cette e´quation affirme que le de´phasage de la k
e`me particule – tenant compte
a` la fois du de´phasage libre eipkL et de la diffusion sur les autres particules – apre`s un
tour complet de l’espace compactifie´ vaut 1. La diagonalisation de Tk permet donc de
calculer pk, et de la`, le spectre du Hamiltonien.
Finalement, on introduit comme au 1.1.1 un espace auxiliaire Va ≡ V , et la matrice
de transfert T(λ) de´finie par:
T(λ) = tra(RaM (λ− θM )RaM−1(λ− θM−1) . . .Ra1(λ− θ1)) (1.18)
(ou`, rappelons-le, θk = ±1/c). On a alors la relation (figure 8):
Tk = Sk k−1 . . . Sk1SkM . . . Sk k+1 = T(λ = θk) (1.19)
9 Ceci n’est en fait vrai qu’a` une phase pre`s; mais le lecteur pourra ve´rifier que la phase
supple´mentaire n’a qu’un effet trivial, et qu’on peut donc l’omettre.
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1 2 k Μ−1 Μ
Fig. 8: La matrice de transfert T(λ = θk). La ligne horizontale doit se refermer
sur elle-meˆme.
Cette identification nous permet d’affirmer que les Tk commutent entre eux, ce qui
est une condition de cohe´rence de la construction que nous avons effectue´e (sinon il serait
impossible de les diagonaliser simultane´ment, cf eq. (1.17)); et que nous avons ramene´ la
diagonalisation du Hamiltonien a` celle de la matrice de transfert T(λ) de´finie par (1.18).
1.1.3. Mode`les statistiques sur re´seau: mode`les de vertex
Les “matrices de transfert” que nous avons introduites pour les deux mode`les
pre´ce´dents sont tre`s similaires: nous allons pre´senter maintenant un formalisme unifi-
cateur, qui justifiera en meˆme temps la de´nomination de matrice de transfert.
Conside´rons un mode`le de´fini sur un re´seau rectangulaire 2D. A chaque ligne ver-
ticale (respectivement horizontale), on associe un parame`tre spectral θi (resp. θ
′
i). Les
poids statistiques sont assigne´s aux vertex du re´seau: chaque areˆte peut eˆtre dans 2 e´tats,
souvent repre´sente´s par des fle`ches (figure 9) et le poids de Boltzmann associe´ au vertex
de´pend des valeurs des areˆtes qui en partent.
θ
θ θ
1
Μ
1 Μ
θ
Fig. 9: Mode`le de vertex sur re´seau. Si on suppose le re´seau doublement
pe´riodique, les areˆtes sortantes doivent eˆtre identifie´es deux a` deux.
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Il y a dans notre cas 24 = 16 configurations d’areˆtes possibles autour d’un vertex
donne´, mais seules 6 ont des poids non-nuls (notre mode`le est un cas particulier du mode`le
a` 6 vertex). Pour faire le lien avec la matrice R, nous allons placer les 16 poids (nuls
ou non-nuls) sur une matrice 4 × 4: la ligne correspond a` la configuration des areˆtes
au-dessus et a` gauche du vertex (dans l’ordre: →↓, →↑, ←↓, ←↑), la colonne correspond
a` celles au-dessous et a` droite (dans le meˆme ordre). Alors, le poids correspondant au
vertex a` l’intersection de la j e`me ligne horizontale et de la ke`me ligne verticale est par
de´finition la matrice R(θ′j − θk) dans la base standard de V = C2. Le moment est venu
d’e´crire explicitement la matrice R(λ):
R(λ) =

1 0 0 0
0 λλ−i
−i
λ−i 0
0 −i
λ−i
λ
λ−i 0
0 0 0 1
 (1.20)
On ve´rifie qu’il y a bien 6 poids non-nuls. Cette matrice R est dite rationnelle, du fait de
sa de´pendance en λ. Evidemment, pour que les poids soient re´els, il faut que les θj soient
purement imaginaires: notre parame´trisation de la matrice R est adapte´e a` un espace-
temps a` 1+1 dimensions, mais pour passer a` la me´canique statistique a` 2+0 dimensions,
il faut effectuer la “rotation de Wick” λ→ iλ.
Pour sommer sur les diffe´rentes configurations du syste`me, il est naturel d’introduire
les matrices de monodromie
T (θ′j|θ1, . . . , θM ) = RaM (θ′j − θM )RaM−1(θ′j − θM−1) . . .Ra1(θ′j − θ1) (1.21)
agissant comme au 1.1.1 sur le produit tensoriel de l’espace de Hilbert “physique”
H = ⊗Mk=1Vk = V ⊗M , qui est ici associe´ aux valeurs des areˆtes verticales (plus pre´cise´ment
Vk est associe´ a` la k
e`me ligne verticale), et d’un “espace auxiliaire” qui s’identifie ici aux
valeurs des areˆtes horizontales de la j e`me ligne. Ce sont les matrices de monodromie
inhomoge`nes (les inhomoge´ne´ite´s sont les θ1, . . . , θM).
Conside´rons maintenant la fonction de partition du mode`le sur un re´seau doublement
pe´riodique, de pe´riodes M et M ′; pour tenir compte de la pe´riodicite´ horizontale, on doit
prendre la trace sur le “j e`me espace auxiliaire”, c’est-a`-dire la j e`me ligne horizontale:
T(θ′j|θ1, . . . , θM ) = tra(Ta(θ′j |θ1, . . . , θM )) (1.22)
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On voit ainsi apparaˆıtre Tj ≡ T(θ′j|θ1, . . . , θM), les matrices de transfert (inhomoge`nes).
Elles me´ritent ce nom, puisque la fonction de partition Z s’e´crit alors
Z = trH(TM ′TM ′−1 . . .T1) (1.23)
Dans la limite M ′ → ∞, Z est domine´e par les valeurs propres les plus grandes des Tj,
et on est donc amene´ a` les diagonaliser. En vertu de l’e´quation de Yang–Baxter, les re-
lations RTT (1.6) sont toujours valables pour les matrices de monodromie inhomoge`nes,
et ainsi les Tj commutent: on peut donc les diagonaliser simultane´ment.
Il est clair que les matrices de transfert introduites aux paragraphes pre´ce´dents ne
sont que des cas particuliers de la matrice de transfert T(θ′|θ1, . . . , θM), pour des inho-
moge´ne´ite´s θk particulie`res: θk = 0 pour la chaˆıne XXX, θk = ±1/c pour le mode`le NJL.
1.1.4. Diagonalisation de la matrice de transfert inhomoge`ne
Nous allons maintenant diagonaliser la matrice de transfert T(λ|θ1, . . . , θM ), qui est
la trace sur l’espace auxiliaire de la matrice de monodromie Ta(λ|θ1, . . . , θM) (figure 10).
θ1 θ2 θM-1 θ
λ
M
Fig. 10: La matrice de monodromie inhomoge`ne.
Nous repre´sentons les lignes verticales quelque peu incline´es (contrairement a` la figure
9), pour signifier qu’elles ont des parame`tres spectraux associe´s diffe´rents (on verra en ef-
fet que les parame`tres spectraux s’interpre`tent comme des rapidite´s dans le Minkowskien,
ou des angles dans l’Euclidien).
La construction qui suit (Ansatz de Bethe Alge´brique) est particulie`rement classique
[7] et nous ne ferons donc que la de´crire brie`vement.
Rappelons que SU(2) agit naturellement sur le Hilbert physique H et sur l’espace
auxiliaire Va. Si l’on de´compose la matrice de monodromie Ta sur la base usuelle de
l’espace auxiliaire Va (base de diagonalisation de s3, composante z du spin), on obtient
Ta(λ|θ1, . . . , θM) =
(
A(λ) B(λ)
C(λ) D(λ)
)
(1.24)
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ou` les A(λ), B(λ), C(λ), D(λ) (ces notations sont standard) sont des ope´rateurs sur le
Hilbert H. Ainsi T(λ) = A(λ) +D(λ). Du fait de l’invariance SU(2) de la matrice R,
B(λ) diminue la composante S3 du spin total (dans H) de 1, tandis que C(λ) l’augmente
de 1, et A(λ) et D(λ) commutent avec elle.
Commenc¸ons donc avec l’e´tat de plus haut poids |Ω〉 de H (vis-a`-vis de la syme´trie
SU(2)); dans la base standard de V , on a
|Ω〉 =
(
1
0
)
⊗
(
1
0
)
⊗ · · · ⊗
(
1
0
)
(1.25)
On ve´rifie aise´ment que
A(λ)|Ω〉 = |Ω〉
D(λ)|Ω〉 =
M∏
k=1
λ− θk
λ− θk − i |Ω〉
(1.26)
donc |Ω〉 est un e´tat propre de T(λ).
L’ide´e est alors d’utiliser B(λ) comme ope´rateur de cre´ation d’une pseudo-particule
(une excitation de spin du syste`me, parfois nomme´e onde de spin) au-dessus du pseudo-
vide que constitue |Ω〉. Ainsi, on de´finit l’e´tat |Ψ〉 (figure 11)
|Ψ〉 = B(λ1) . . .B(λm)|Ω〉 (1.27)
ou` les λα sont des nombres complexes, qui doivent eˆtre tels que |Ψ〉 soit un e´tat propre
de A(λ) et D(λ).
θ2 θM-1 θMθ1
1λ
m
λ
λ2
Fig. 11: Construction de l’e´tat |Ψ〉. Les fle`ches entoure´es de cercles symbolisent
les e´tats: ↑≡
(
1
0
)
, ↓≡
(
0
1
)
.
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Comme la matrice de monodromie T (λ) ve´rifie les relations RTT (1.6), on dispose
de relations de commutation pour ses composantes A(λ), B(λ), D(λ), qui nous perme-
ttent de calculer l’action de A(λ) et D(λ) sur |Ψ〉. A la suite d’un calcul classique, on
trouve que |Ψ〉 est vecteur propre si et seulement si les λα ve´rifient le syste`me d’e´quations
alge´briques suivant:
m∏
β=1
β 6=α
λα − λβ + i
λα − λβ − i =
M∏
k=1
λα − θk
λα − θk − i (1.28)
Ce sont les Equations d’Ansatz de Bethe (BAE). La valeur propre correspondante est
alors donne´e par:
T(λ)|Ψ〉 =
[
m∏
α=1
λ− λα + i
λ− λα +
M∏
k=1
λ− θk
λ− θk − i
m∏
α=1
λ− λα − i
λ− λα
]
|Ψ〉 (1.29)
Nous admettrons e´galement les re´sultats suivants:
• Les e´tats |Ψ〉 ainsi construits (“e´tats de Bethe”) sont des e´tats de plus haut poids
vis-a`-vis de SU(2); donc leur spin S3 = s = M/2−m. En fait, quand λ→∞, on a
B(λ) ∼ 1
λ
S−, ou` S− = S1 − iS2 est l’ope´rateur de descente. Admettons alors que les
λα puissent prendre la valeur ∞. On remarque que si (λ1, . . . , λm) est une solution
des BAE (1.28), alors (λ1, . . . , λm,∞, . . . ,∞) en est une autre, avec la meˆme valeur
propre (1.29): on peut inse´rer un nombre arbitraire de racines infinies, ce qui est
bien suˆr une manifestation de la syme´trie SU(2), et donc atteindre ainsi les e´tats de
poids infe´rieur dans les multiplets.
• En conside´rant comme cela est explique´ ci-dessus les multiplets associe´s aux vecteurs
de plus haut poids |Ψ〉, on obtient une base d’e´tats propres de T(λ).
• Les λα sont ne´cessairement tous distincts (principe d’exclusion pour les excitations
de spin).
Ceci conclut la diagonalisation de la matrice de transfert.
Pour interpre´ter les BAE (1.28)-(1.29), on remarque qu’aussi bien au 1.1.1 (chaˆıne
XXX) qu’au 1.1.2 (mode`le NJL) on ne conside`re que la valeur particulie`re λ = θk du
parame`tre spectral. Pour cette valeur D(λ)|Ψ〉 = 0, et, de´calant les λα de i/2, les
e´quations (1.28)-(1.29) se re´crivent:
m∏
β=1
β 6=α
λα − λβ + i
λα − λβ − i =
M∏
k=1
λα − θk + i/2
λα − θk − i/2 (1.30a)
e−ipkL =
m∏
α=1
θk − λα + i/2
θk − λα − i/2 (1.30b)
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ou`, conforme´ment aux notations du 1.1.2, e−ipkL est la valeur propre de T(λ = θk).
On remarque alors que les e´quations (1.30) ont exactement la meˆme forme que les
e´quations de de´phasage (1.17): en effet, on peut conside´rer que (1.30a) de´crit l’interaction
de nos particules initiales de parame`tres spectraux θk avec de nouvelles particules de
parame`tres spectraux λα, et que (1.30b) de´crit l’interaction de ces nouvelles particules
entre elles. Ces dernie`res sont elles-meˆmes sujettes a` la diffusion factorise´e, puisque
seules des fonctions de λα − λβ apparaissent dans (1.30b). La diffe´rence essentielle en-
tre (1.17) et (1.30) tient au fait que dans (1.30), la diffusion est diagonale: la matrice
de monodromie correspondante n’a pas de structure matricielle. On peut encore dire
que les pseudo-particules soumises aux e´quations (1.30) n’ont pas de nombres quantiques
internes. Ainsi, l’Ansatz de Bethe alge´brique rame`ne un proble`me de de´phasage non
diagonal a` un proble`me de de´phasage diagonal.
Terminons l’analyse des BAE par une autre remarque importante: les θk, qui sont les
parame`tres spectraux des particules “nues” de notre mode`le, sont fixes et ne de´pendent
pas des impulsions pk de ces meˆmes particules. De manie`re plus ge´ne´rale (comme cela
apparaˆıt dans les mode`les de Hubbard ou de Kondo multi-canal, cf section 4.3, mais aussi
dans les “Equations d’Ansatz de Bethe physiques” que nous introduirons plus loin), les
θk peuvent eˆtre fonctions des pk. L’interpre´tation intuitive de l’absence de de´pendance
des θk en les pk dans le mode`le NJL est le de´couplage spin/charge: les valeurs des pk, qui
repre´sentent le secteur de charge U(1), n’influent plus sur les valeurs des rapidite´s λα,
qui repre´sentent le secteur de spin SU(2). A l’inverse, les λα ne de´terminent les pk que
modulo 2π/L (eq. (1.30b)): on peut ajouter a` pk un terme 2πnk/L, et le choix des nk
correspond au choix de l’e´tat dans le secteur de charge. Ce dernier e´tant totalement triv-
ial (fermion de Dirac libre de´couple´), nous supposerons a` l’avenir que nous sommes dans
l’e´tat fondamental du secteur de charge U(1) (ce qui correspond a` un choix particulier
des nk), et porterons notre attention sur le secteur SU(2).
1.1.5. L’e´tat fondamental et les premiers e´tats excite´s
Pour simplifier la discussion, nous allons a` pre´sent nous concentrer sur la chaˆıne XXX
et le mode`le NJL (et laisser de coˆte´, bien qu’ils puissent eˆtre traite´s de la meˆme manie`re,
les mode`les de vertex). De plus, nous supposerons que le nombre de sites/particulesM est
pair, et, pour NJL, que l’e´tat que nous conside´rons est de chiralite´ totale nulle, i.e. qu’il y
a autant de particules gauches que droites: M+ =M− = M/2 (en effet, le vide et les e´tats
de basse e´nergie du secteur de spin ve´rifient cette condition). Nous reviendrons plus loin
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sur l’hypothe`se de parite´. Enfin, pour le restant de cette section, nous garderons la dis-
tance entre deux sites/inverse de la densite´ line´ique de fermions fixe´e (selon le mode`le), de
sorte que nous pouvons nous placer dans des unite´s telles que: a = 1, soit encore M = L.
Il s’agit de´sormais de chercher l’e´tat fondamental, c’est-a`-dire de minimiser l’e´nergie
E. L’impulsion vaut P =
∑
k pk pour les deux mode`les conside´re´s, ou` les pk sont donne´s
par (1.30):
PXXX = −
m∑
α=1
[2 arctan(2λα) + π]
PNJL = −
m∑
α=1
[arctan(2(λα − 1/c)) + arctan(2(λα + 1/c)) + π]
(modulo 2π). Par contre, l’e´nergie n’a pas la meˆme expression; pour la chaˆıne XXX, il
faut de´river l’impulsion par rapport au parame`tre spectral (cf eq. (1.10)), donc
EXXX = −
m∑
α=1
1
λ2α + 1/4
(1.31)
Pour le mode`le NJL, avec des notations e´videntes, on a: ENJL =M/2 (p+ − p−), donc
ENJL =
m∑
α=1
[arctan(2(λα + 1/c))− arctan(2(λα − 1/c))] (1.32)
Le choix de modulo pour ENJL e´quivaut a` n’e´crire que la contribution a` l’e´nergie du
secteur de spin.
La caracte´ristique commune aux deux expressions de l’e´nergie (1.31) et (1.32) est que
la contribution de chaque pseudo-particule de rapidite´ λα est toujours ne´gative. C’est
d’ailleurs la raison pour laquelle on les appelle pseudo-particules. Le vide (ou e´tat fon-
damental) n’est donc pas le pseudo-vide |Ω〉 introduit au 1.1.4: il est obtenu au contraire
en remplissant la “mer de Fermi” de pseudo-particules (qui, rappelons-le, ve´rifient un
principe d’exclusion).
La limite thermodynamique est obtenue en prenant M →∞. Pour l’e´tat du vide, on
peut montrer que les λα solutions des BAE (1.30a) forment une densite´ continue ρg.s.(λ)
de racines sur l’axe re´el. Pour e´viter les redondances avec les sections qui suivent, nous
n’allons pas faire de calcul explicite ici. La plupart des re´sultats que nous allons citer
dans les lignes qui suivent seront rede´montre´s plus loin par des me´thodes ge´ne´rales.
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Les e´tats excite´s sont obtenus en cre´ant des trous dans la mer de Fermi de racines
(nous donnerons plus loin une de´finition rigoureuse d’un trou): si l’on place un trou au
parame`tre spectral λ˜, on peut dire que l’on a cre´e´ une excitation physique dont l’e´nergie-
impulsion est parame´trise´e par λ˜ (le tilde sert a` distinguer toutes les quantite´s associe´es
aux trous). Pour m˜ trous place´s aux parame`tres spectraux λ˜1, . . . , λ˜m˜, on peut montrer
que l’e´nergie-impulsion s’e´crit sous la forme:
E = Eg.s. +
m˜∑
α=1
ǫ˜(λ˜α)
P =
m˜∑
α=1
p˜(λ˜α)
(1.33)
ou` les fonctions ǫ˜(λ) et p˜(λ) de´pendent du mode`le conside´re´: ǫ˜XXX(λ) =
π
cosh πλ
p˜XXX(λ) = 2 arctan(e
πλ)
{
ǫ˜NJL(λ) = arctan(e
π(λ−1/c)) + arctan(eπ(−λ−1/c))
p˜NJL(λ) = arctan(e
π(λ−1/c))− arctan(eπ(−λ−1/c))
(1.34)
(notons que ǫ˜XXX =
d
dλ p˜XXX). L’e´tat a` m˜ trous constitue donc sans surprise un e´tat
a` m˜ particules physiques, de rapidite´s λ˜1, . . . , λ˜m˜. (1.34) nous donne e´galement la re-
lation de dispersion de la chaˆıne XXX: ǫ˜ = π sin p˜. En particulier, il n’y a pas de gap.
Nous n’e´crivons rien d’analogue pour le mode`le NJL, puisque nous discuterons sa relation
de dispersion apre`s avoir pris la limite d’e´chelle (section 1.2). Remarquons simplement
qu’au contraire, le mode`le NJL posse`de un gap (ǫ˜ est minimum en λ = 0).
Conside´rons maintenant le spin d’un e´tat: on peut montrer qu’il est simplement
donne´ par s = m˜/2. Les excitations physiques e´le´mentaires sont donc de spin 1/2.
On les appelle des spinons. L’e´tat forme´ de m˜ trous est l’e´tat a` m˜ trous “le plus
syme´trique”, c’est-a`-dire de plus haut poids dans la repre´sentation produit tensoriel de m˜
repre´sentations de spin 1/2. Cependant, comme cette repre´sentation est re´ductible pour
m˜ > 1, le multiplet du vecteur de plus haut poids ne de´crit pas tout l’espace des e´tats a`
m˜ particules.
Prenons un exemple concret, celui de m˜ = 2, soit de deux particules de rapidite´s
λ˜1 et λ˜2. On a l’e´tat triplet (s = 1) qui est le plus syme´trique, et qui est l’e´tat a` deux
trous, mais aussi l’e´tat singlet (s = 0). Comment obtenir ce dernier ? Il faut se rap-
peler pour cela que les racines des BAE (1.30) ne sont pas ne´cessairement re´elles: ici,
pour obtenir l’e´tat singlet a` partir de l’e´tat triplet, on ajoute une 2-corde centre´e en
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(λ˜1 + λ˜2)/2, c’est-a`-dire deux racines complexes conjugue´es (λ˜1 + λ˜2)/2± i/2. On peut
montrer que, quand L → ∞, la contribution de la 2-corde a` l’e´nergie est nulle, de sorte
que E = Eg.s. + ǫ˜(λ1) + ǫ˜(λ2) (et de meˆme pour l’impulsion). Les e´tats triplet et singlet
sont donc de´ge´ne´re´s: c’est le signe qu’a` L = ∞ apparaˆıt une syme´trie plus grande que
SU(2). Nous reviendrons sur ce point au 2.2.3. En e´tudiant les corrections en 1/L a`
l’e´nergie/impulsion des premiers e´tats excite´s, on peut obtenir la matrice S de diffusion
des excitations physiques10. On trouve que la matrice de diffusion entre deux particules
dont la diffe´rence des rapidite´s vaut λ, est donne´e par:
S(λ) =
Γ
(
1 + iλ2
)
Γ
(
1
2 − iλ2
)
Γ
(
1− iλ
2
)
Γ
(
1
2
+ iλ
2
)R(λ) (1.35)
ou` R(λ) est la matrice R habituelle (eq. (1.2)). La matrice S est donc une autre version de
la matrice R, avec un pre´facteur scalaire supple´mentaire; elle ve´rifie comme R l’e´quation
de Yang–Baxter, l’unitarite´, mais ve´rifie de surcroˆıt la syme´trie de croisement: si S(λ) =
f(λ)+g(λ)P=fˆ(λ)+ gˆ(λ)E avec Eklij = εijεkl, alors f(iπ−λ) = fˆ(λ) et g(iπ−λ) = gˆ(λ).
Il convient de remarquer que puisqu’on a suppose´ M pair, le spin du syste`me est
ne´cessairement entier et donc m˜ est pair: on ne peut cre´er les particules e´le´mentaires
que par paires11. En particulier, ceci pourrait donner l’illusion qu’on a un spectre
d’excitations de spin 1, ce qui est une interpre´tation errone´e. On peut re´soudre cette
difficulte´ en conside´rant “simultane´ment” M pair et M impair dans la limite M → ∞,
de fac¸on a` construire un espace de Fock complet.
Apre`s cette bre`ve description des e´tats de Bethe (vide, e´tats excite´s), nous allons
passer a` la limite thermodynamique.
1.2. BAE continues
On a vu au 1.1.5 que le vide de la chaˆıne XXX/mode`le NJL est constitue´ d’une
densite´ continue de racines des BAE. Nous allons maintenant ge´ne´raliser cette ide´e a` des
e´tats thermodynamiques quelconques. Par “e´tats thermodynamiques”, il faut entendre
e´tats dans lesquels le nombre d’excitations physiques12 est grand: la densite´ line´ique de
10 La me´thode en question ne donne pas la matrice S correcte pour des mode`les plus ge´ne´raux:
c’est pourquoi nous exposerons plus loin une autre me´thode, celle des Equations d’Ansatz de
Bethe physiques (voir section 1.2.5), qui est applicable a` tous les mode`les.
11 C’est d’ailleurs la raison pour laquelle p˜ est de´fini modulo π et non 2π.
12 Cette quantite´ est bien de´finie dans une the´orie inte´grable, car on peut ne´cessairement
parler d’e´tats asymptotiques.
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ces excitations reste fixe´e dans la limite L→∞. Il convient de distinguer ces e´tats ther-
modynamiques des “e´tats excite´s” que sont les premiers e´tats propres du Hamiltonien
au-dessus du vide, et qui contiennent un nombre fini d’excitations physiques. Ce sont
de tels e´tats que nous avons conside´re´ au 1.1.5. Pour ces derniers, les e´quations que
nous allons e´crire a` pre´sent ne sont pas valables; nous reviendrons a` eux lorsque nous
parlerons d’Equation Non-Line´aire Inte´grale (section 3.3). Nous traiterons d’abord en
de´tail (1.2.1 et 1.2.2) un mode`le simplifie´ qui met en lumie`re les me´canismes essentiels de
la limite continue des BAE; puis nous indiquerons comment les ge´ne´raliser aux BAE de
XXX/NJL, ce qui ne´cessitera l’introduction de l’hypothe`se de corde. Une des ide´es-cle´
que nous de´velopperons alors sera l’introduction de nouvelles e´quations, les Equations
d’Ansatz de Bethe physiques, qui s’obtiennent directement du spectre des excitations
physiques, et qui sont e´quivalentes aux Equations d’Ansatz de Bethe nues, qui sont celles
que l’on a conside´re´es jusqu’a` pre´sent.
1.2.1. Diffusion diagonale
Pour montrer dans le cadre le plus simple comment e´crire des e´quations d’Ansatz
de Bethe continues, nous allons conside´rer un mode`le de diffusion (factorise´e) diagonale
dans lequel des particules d’un seul type diffusent entre elles avec une certaine matrice
S. L’e´nergie-impulsion (ǫ, p) est exprime´e en termes d’un parame`tre spectral λ re´el (la
rapidite´), de telle manie`re que la matrice S de la diffusion de deux particules de rapidite´s
λ1 et λ2 ne de´pende que de λ1 − λ2. Par exemple, dans le cas de particules relativistes
de masse m non nulle, la parame´trisation de la couche de masse en termes de la rapidite´
λ s’e´crit (ǫ, p) = (m coshλ,m sinhλ), et λ1 − λ2 est l’unique invariant relativiste de la
diffusion (dans la parame´trisation traditionnelle, s = 4m2 cosh2 λ1−λ22 ).
On peut utiliser ici le meˆme proce´de´ de “de´phasage” qui nous a conduit pre´ce´demment
a` e´crire l’e´quation (1.17) pour le mode`le NJL. On conside`re un e´tat a` m particules de
rapidite´s λ1, . . . , λm; on suppose que les particules ve´rifient un principe d’exclusion, de
sorte que les λα sont tous distincts. On impose des conditions pe´riodiques au bord a` la
fonction d’onde13. L’e´quation de de´phasage pour une particule s’e´crit:
e−ip(λα)L =
m∏
β=1
β 6=α
S(λα − λβ) (1.36)
13 Evidemment, la notion de fonction d’onde n’a pas grand sens ici, a` moins que les inter-
actions ne soient ponctuelles. Dans le cas ge´ne´ral, il faut supposer que mL ≫ 1, ou` 1/m est
l’e´chelle de longueur du syste`me.
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Conforme´ment aux remarques faites au 1.1.4, les e´quations (1.36) sont du meˆme
type que (1.30a) (pour des θk fixe´s jouant le roˆle du terme d’impulsion dans (1.36)), mais
les λα sont par de´finition re´els dans (1.36).
Comme la diffusion est diagonale, la matrice S(λ) est une simple phase: S(λ) =
exp(−iφ(λ)). Nous supposerons pour simplifier que φ(0) = 0. Introduisons alors la
fonction de comptage I(λ):
I(λ) =
1
2π
[
p(λ)L+
m∑
β=1
φ(λ− λβ)
]
(1.37)
On voit que (1.36) se re´crit simplement: exp(2πiI(λα)) = 1, soit encore I(λα) entier pour
tout α. Avec des hypothe`ses approprie´es sur p(λ) et φ(λ), la fonction I(λ) est strictement
croissante; alors, comme les λα sont des re´els distincts, les I(λα) sont des entiers distincts.
Les λα n’e´puisent pas ne´cessairement toutes les valeurs entie`res de I(λ); pour
comple´ter, on introduit les trous λ˜α, qui sont les re´els distincts entre eux et distincts
des λα, et tels que I(λ˜α) soit entier.
On conside`re maintenant les e´quations (1.36) dans la limite thermodynamique
L→∞, en nous concentrant sur les e´tats dits thermodynamiques. Pour saisir intuitive-
ment ce qui se passe dans cette limite, et identifier lesdits e´tats, supposons un instant
que φ = 0: on a alors affaire a` un syste`me de fermions libres, et les impulsions autorise´es
p = 2πI/L (avec I entier) de´crivent, quand L → ∞, un continuum d’e´tats accessibles
aux particules du syste`me. Certains de ces e´tats sont effectivement occupe´s: ce sont les
p(λα) = 2πI(λα)/L; d’autres ne le sont pas: ce sont les p(λ˜α) = 2πI(λ˜α)/L. Remarquons
la dualite´ comple`te trou-particule qui apparaˆıt dans cette description; cette dualite´ est
brise´e par l’ajout de l’interaction (φ 6= 0), puisque ce sont les particules qui interagissent
entre elles, et non les trous (on verra cependant au paragraphe suivant comment re´tablir
cette dualite´ en la ge´ne´ralisant).
Pour de´crire un e´tat donne´, on introduit tre`s classiquement des densite´s ρ(p) et ρ˜(p)
de particules et de trous tels que
ρ(p) + ρ˜(p) =
1
2π
(1.38)
Les e´tats thermodynamiques sont par de´finition les e´tats pour lesquels on peut de´finir de
telles fonctions ρ(p) et ρ˜(p) bien re´gulie`res dans la limite L→∞.
Reprenons maintenant le cas ge´ne´ral φ 6= 0, ainsi que notre parame´trisation p = p(λ)
qui est la plus naturelle dans le cas en interaction. On de´finit les densite´s ρ(λ) et ρ˜(λ) de
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la manie`re e´vidente: ρ(λ)dλ est le nombre de λα compris entre λ et λ+ dλ divise´ par L,
et de meˆme pour ρ˜(λ). La ge´ne´ralisation au cas en interaction de (1.38), qui traduisait la
quantification des impulsions, consiste a` utiliser la “condition de quantification des im-
pulsions ge´ne´ralise´e”: I(λα) entier, d’ou` l’on de´duit imme´diatement que, quand L→∞,
dI/dλ = L(ρ(λ) + ρ˜(λ)) (1.39)
On exprime maintenant I(λ) en termes de ρ(λ): d’apre`s (1.37), 2πI(λ)/L = p(λ) +∫
dµ ρ(µ)φ(λ− µ), et l’e´quation (1.39) s’e´crit explicitement:
2π(ρ(λ) + ρ˜(λ)) =
dp
dλ
+K ⋆ ρ(λ) (1.40)
ou` l’on a de´note´ par K ⋆ρ le produit de convolution de K ≡ dφ/dλ et de ρ. Remarquons
que (1.40) se re´duit bien a` (1.38) pour K = 0 et ρ(p)dp = ρ(λ)dλ, ρ˜(p)dp = ρ˜(λ)dλ.
L’e´quation (1.40) est l’Equation d’Ansatz de Bethe continue que nous recherchions.
C’est une e´quation inte´grale line´aire qui admet une infinite´ de solutions (en effet, il y a
deux inconnues, ρ(λ) et ρ˜(λ), pour une seule e´quation) correspondant aux diffe´rents e´tats
thermodynamiques du syste`me.
1.2.2. Dualite´ particule-trou
Continuons notre e´tude du mode`le de diffusion diagonale introduit au paragraphe
pre´ce´dent, caracte´rise´ par un seul type de particules et une matrice S de diffusion. Le
me´canisme que nous allons de´crire est a` la base des dualite´s plus complique´es pre´sentes
dans les mode`les de diffusion non diagonale.
Nous avons montre´ que les BAE s’e´crivaient dans la limite thermodynamique pour le
mode`le de diffusion diagonale (Eq. (1.40)): 2π(ρ(λ)+ ρ˜(λ)) = dp/dλ+K ⋆ρ(λ), ou` K est
la de´rive´e logarithmique de la matrice S. Comme nous l’avons de´ja` signale´, cette e´quation
n’est pas syme´trique par e´change de ρ et ρ˜: en effet, le terme K ⋆ ρ n’a pas d’e´quivalent
K˜ ⋆ ρ˜, ce qui revient a` dire que ce sont les particules qui interagissent, et non les trous.
Pour re´tablir la dualite´ particule-trou, nous allons donc e´crire (1.40) sous la forme
ρ˜(λ) +A ⋆ ρ(λ) =
1
2π
dp
dλ
(1.41)
ou` A = 1 − K/(2π) est un noyau de Fredholm, qui admet donc un inverse de la meˆme
forme: A−1 = 1− K˜/(2π). Multiplions alors (1.41) par A−1 et de´finissons p˜ = −A−1 ⋆ p;
on obtient:
2π(ρ(λ) + ρ˜(λ)) = −dp˜
dλ
+ K˜ ⋆ ρ˜(λ) (1.42)
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Comparant (1.40) et (1.42), on voit que les roˆles de ρ et ρ˜ ont e´te´ e´change´s (la seule
diffe´rence tient au signe de p˜, que nous avons choisi oppose´ a` celui de p pour des raisons
qui vont apparaˆıtre clairement par la suite).
Avant d’interpre´ter intuitivement ces re´sultats, e´crivons aussi l’e´nergie/impulsion du
syste`me. Par de´finition de ρ(λ), on a:
E/L =
∫
dλ ρ(λ)ǫ(λ)
P/L =
∫
dλ ρ(λ)p(λ)
(1.43)
En utilisant (1.41), on peut re´crire E et P en fonction de ρ˜:
E/L = cst +
∫
dλ ρ˜(λ)ǫ˜(λ)
P/L = cst +
∫
dλ ρ˜(λ)p˜(λ)
(1.44)
ou` p˜ a de´ja` e´te´ de´fini pre´ce´demment, et ǫ˜(λ) = −A−1 ⋆ ǫ(λ).
En ge´ne´ral, ǫ(λ) et ǫ˜(λ) sont de signes oppose´s: ainsi, si les particules que nous
avons conside´re´es initialement ont leur e´nergie positive, alors cre´er un trou la diminue.
Inversement, supposons que les particules ont leur e´nergie ne´gative (ce sont alors des
pseudo-particules, au meˆme titre que les excitations de spin que nous avons introduites
pour la chaˆıne XXX): le vrai vide de la the´orie est alors caracte´rise´ par ρ˜(λ) = 0, et ce
sont les trous qui tiennent lieu d’excitations physiques.
D’apre`s (1.42), on peut alors conside´rer que ce sont les trous qui interagissent avec
une matrice S˜ dont la de´rive´e logarithmique vaut K˜: en effet, si l’on proce´dait a` l’envers,
partant d’un syste`me de´fini par la matrice de diffusion S˜ et de´terminant les BAE de ce
syste`me, on obtiendrait pre´cise´ment (1.42) (avec les notations ρ et ρ˜ e´change´es).
Ainsi, partant de la matrice S des pseudo-particules, on calculeK = i(d/dλ) logS(λ),
puis K˜(λ) = −A−1 ⋆ K(λ), d’ou` finalement la vraie matrice de diffusion S˜ de la the´orie,
de´finie (a` une constante multiplicative pre`s) par K˜ = i(d/dλ) log S˜(λ).
1.2.3. Chaˆıne XXX et hypothe`se de corde
Reprenons maintenant l’e´tude des BAE (1.30), qui gouvernent en particulier les
mode`les XXX et NJL. Afin d’appliquer le proce´de´ du paragraphe pre´ce´dent a` ces
e´quations, il faut d’abord se ramener a` des parame`tres spectraux re´els: en effet, les
λα solutions de (1.30) sont a priori complexes. Cependant il existe un argument “na¨ıf”
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qui permet de justifier que dans la limiteM →∞, les λα ne peuvent former que certaines
configurations particulie`res dans le plan complexe.
Supposons donc qu’une racine λα n’est pas re´elle, par exemple que sa partie imag-
inaire est strictement positive. Alors chaque facteur du second membre de l’e´quation
(1.30a) est de module strictement supe´rieur a` 1, de sorte que le module du second membre
diverge exponentiellement avec M . Cette divergence doit donc eˆtre e´galement pre`sente
dans le membre de gauche, de sorte qu’il doit exister une autre racine λβ qui s’approche
exponentiellement vite dans la limite M →∞ d’un poˆle:
λβ = λα − i+O(e−aM )
Si λβ est encore de partie imaginaire strictement supe´rieure a` ze´ro, on peut recom-
mencer le processus: on obtient une nouvelle racine λγ = λα − 2i, etc. Le processus
s’arreˆte quand la partie imaginaire de la dernie`re racine conside´re´e devient ne´gative. En
effet, pour les racines λα de partie imaginaire strictement ne´gative, il faut au contraire
une autre racine λβ = λα + i, ce dont on dispose par construction.
On peut de plus de´montrer que si λα est une racine de (1.30), alors λ¯α l’est aussi.
Ceci nous ame`ne naturellement a` l’hypothe`se de corde [8]: celle-ci stipule que les solutions
de (1.30) forment des “cordes”, c’est-a`-dire des groupes compose´s de nombres complexes
de meˆme partie re´elle et de parties imaginaires e´quidistantes. On de´finit ainsi une j-corde
(j ≥ 1) comme un ensemble de j racines de la forme{
λj;α + i
(
j + 1
2
− k
)
, 1 ≤ k ≤ j
}
(1.45)
ou` le centre de la corde λj;α est re´el. On peut imaginer les cordes comme des e´tats lie´s de
pseudo-particules, du fait de la forme de (1.45) (bien suˆr, les cordes ne sont pas plus des
excitations physiques que les pseudo-particules elles-meˆmes). Ceci sugge`re qu’il existe
une interpre´tation plus profonde de l’hypothe`se de corde, qui est lie´e a` la proce´dure de
fusion, ce que nous verrons au 2.3.1.
Pourquoi l’hypothe`se de corde n’est-elle qu’une hypothe`se, c’est-a`-dire pourquoi
l’argument na¨ıf n’en est-il pas une preuve ? Le proble`me vient du fait que pour appliquer
cet argument, il faut supposer que le nombre de racines m reste fini quand M → ∞, ce
qui n’est le cas que pour des e´tats non-physiques tre`s loin du vrai vide de la the´orie. Si
l’on conside`re au contraire des e´tats excite´s au-dessus du vrai vide, on peut de´montrer
[9] que la divergence du membre de droite de (1.30a) quand M → ∞ est exactement
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compense´e par la divergence du membre de gauche due au fait que m ∼M , sans qu’il y
ait besoin d’avoir de cordes14. Lorsque nous reviendrons a` ces e´tats excite´s (section 3.3),
nous ne ferons donc pas usage de l’hypothe`se de corde.
Pour ce qui est des e´tats thermodynamiques, au sens de´fini pre´ce´demment, il est
raisonnable de supposer (bien que cela n’aie jamais e´te´ prouve´ rigoureusement) que la
compensation de la divergence n’est que partielle, de sorte que l’hypothe`se de corde ap-
plique´e a` ces e´tats est valide.
Notons enfin que l’hypothe`se de corde a souvent e´te´ utilise´e en dehors de son do-
maine de validite´, car elle reste “qualitativement” vraie; ainsi, on sait faire un comptage
des e´tats correct en supposant l’hypothe`se de corde, meˆme pour une chaˆıne finie [11].
1.2.4. BAE continues de la chaˆıne XXX
Admettons donc l’hypothe`se de corde telle qu’elle a e´te´ de´finie au paragraphe
prc´e´dent. On peut maintenant multiplier (1.30a) pour les diffe´rentes racines d’une meˆme
corde et on obtient des e´quations pour les centres des cordes; ainsi, pour le centre λj;α
(ou` α parcourt les diffe´rentes j-cordes, 1 ≤ α ≤ mj) d’une j-corde, on obtient
∏
j′≥1, 1≤β≤mj′
(j′,β)6=(j,α)
Sjj′(λj;α − λj′;β) =
M∏
k=1
λα − θk + i j/2
λα − θk − i j/2 (1.46)
ou` Sjj′(λ) est la matrice S entre les j-cordes et les j
′-cordes: elle est obtenue par de´finition
en faisant le produit des facteurs (λ + i)/(λ − i) sur toutes les paires de racines d’une
corde et de l’autre. Le second membre est obtenu de la meˆme manie`re. On peut faire
subir une transformation similaire a` (1.30b).
Les e´quations (1.46) ne font intervenir que les centres des cordes qui sont par
de´finition re´els; de plus, elles constituent manifestement une ge´ne´ralisation a` plusieurs
types de particules de la situation du paragraphe pre´ce´dent. On peut donc introduire
des densite´s de j-cordes ρj(λ) et de trous de j-cordes ρ˜j(λ), et ope´rer comme au 1.2.1
15.
14 En simplifiant quelque peu. Voir [9] et la ge´ne´ralisation XXZ [10] pour plus de de´tails.
Notons que le fait que l’hypothe`se de corde soit alors viole´e s’interpre`te tout naturellement
comme le fait que les racines qui de´finissent ces e´tats excite´s satisfont aux BAE physiques, qui
par de´finition restent finies quand le nombre d’excitations physiques est fini, meˆme si M a e´te´
envoye´ a` l’infini (voir 1.2.5).
15 Notons que cette proce´dure est explicite´e dans un cadre a` peine plus complique´ dans [III.1.2];
nous adopterons ici des notations et conventions proches de celles de cet article; la normalisation
des rapidite´s, elle, diffe`re, la correspondance e´tant: λ = Λ/c.
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On a:
∫
dλ ρj(λ) = mj/L, ou` mj est le nombre de j-cordes, et de meˆme on peut de´finir
m˜j par
∫
dλ ρ˜j(λ) = m˜j/L. Dans la limite thermodynamique L → ∞, mj/L et m˜j/L
restent fixe´s de l’ordre de la seule e´chelle d’e´nergie que l’on ait: M/L. Nous serons plus
tard amene´s a` conside´rer deux e´chelles d’e´nergie divergentes l’une par rapport a` l’autre,
mais pour l’instant, elles sont confondues.
Le syste`me d’e´quations line´aires inte´grales couple´es ainsi obtenu peut eˆtre e´crit
de manie`re particulie`rement esthe´tique si l’on introduit la “matrice de Cartan avec
parame`tre spectral” Cjk(λ) de´finie par:
Cjk(λ) = δjkδ(λ)− (δjk−1 + δjk+1)s(λ) j, k ≥ 1 (1.47)
ou` s(λ) = 1/2 cosh(πλ). La matrice de Cartan agit par convolution sur les fonctions de
λ; nous noterons par ⋆ le produit de convolution: f ⋆ g(λ) ≡ ∫ dµ f(λ − µ)g(µ). Dans
(1.47), les indices vont de 1 a` ∞, ce qui signifie que Cjk est la matrice de Cartan du
diagramme de Dynkin A∞. La normalisation est telle que
∫
dλCjk(λ) vaut la moitie´ de
la matrice de Cartan au sens usuel, c’est-a`-dire sans parame`tre spectral.
Si l’on de´finit la transforme´e de Fourier d’une fonction φ(λ) par
φ(κ) ≡
∫
φ(λ) exp(2iκλ)dλ
alors s(κ) = 1/(2 cosh(κ)), et la matrice de Cartan inverse C−1 est donne´e par
C−1jk (κ) = C
−1
kj (κ) = 2 coth(κ) exp(−j|κ|) sinh(kκ) j ≥ k
Les e´quations d’Ansatz de Bethe peuvent alors eˆtre mises sous la forme:
ρ˜j + C
−1
jk ⋆ ρk = σ ⋆ Kj(λ) (1.48)
c’est-a`-dire que la de´rive´e logarithmique des matrices S entre les diffe´rents types de
cordes s’exprime naturellement en termes de la matrice de Cartan inverse C−1. On
a introduit dans (1.48) le noyau σ(λ) = 1
L
∑M
k=1 δ(λ − θk), et les fonctions Kj(λ) ≡
(1/2π)j/(λ2 + j2/4) (Kj(κ) = e
−j|κ|), afin de re´crire simplement le second membre.
Rappelons que nous utilisons la convention de sommation sur les indices re´pe´te´s.
Multiplions (1.48) par la matrice Cjk (qui agit par produit de convolution); on ob-
tient la forme finale des BAE:
Cjk ⋆ ρ˜k + ρj = δj1σ ⋆ s(λ) (1.49)
ou` σ(λ) = M
L
δ(λ) pour la chaˆıne XXX, σ(λ) = M
2L
(δ(λ−1/c)+δ(λ+1/c)) pour le mode`le
NJL.
Nous repre´senterons le syste`me d’e´quations (1.49) par la figure 12.
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Fig. 12: Le syste`me de BAE de la chaˆıne XXX/mode`le NJL SU(2).
Sur ce diagramme, chaque noeud (sauf le noeud coche´) correspond a` une e´quation;
un trait entre 2 noeuds j et k (resp. entre le noeud j et le noeud coche´) signifie qu’un
terme −s ⋆ ρ˜k (resp. −s ⋆ σ) apparaˆıt dans l’e´quation j. Si l’on oublie le noeud coche´,
ceci e´quivaut simplement a` repre´senter le diagramme de Dynkin dont Cjk est la matrice
de Cartan.
Ecrivons e´galement l’e´nergie/impulsion du syste`me: elles s’expriment en termes de
racines des BAE (eqs. (1.31) et (1.32)), mais en utilisant (1.49), on peut les re´crire en
fonction des ρ˜j; on obtient:
E/L = Eg.s./L+
∫
dλ ρ˜1(λ)ǫ˜(λ)
P/L =
∫
dλ ρ˜1(λ)p˜(λ)
(1.50)
ou` ǫ˜ et p˜ sont donne´s par (1.34). Ceci est donc une de´monstration (pour les e´tats ve´rifiant
l’hypothe`se de corde, et bien qu’elle soit en l’occurrence inutile) des formules (1.33)-(1.34).
Le vide est obtenu pour ρ˜1(λ) = 0, c’est-a`-dire quand il n’y a aucun trou dans la
mer de racines. La densite´ ρ1(λ) vaut alors: ρ1(λ) ≡ ρg.s.(λ) = σ ⋆ s(λ), tandis que
ρj(λ) = ρ˜j(λ) = 0 pour j > 1. Les j-cordes (j > 1) n’ont pas d’effet sur l’e´nergie (1.50):
c’est un phe´nome`ne que nous avions de´ja` observe´ au 1.1.5 (de´ge´ne´rescence de l’e´tat triplet
et de l’e´tat singlet). Leur roˆle est e´lucide´ en calculant le spin de l’e´tat correspondant:
partant de 2s =M −∑j≥1 j mj , on arrive a`
2s = m˜1 −
∑
j≥2
(j − 1)mj (1.51)
Les j-cordes (j > 1) permettent donc de diminuer le spin a` nombre fixe´ de trous: ainsi,
elles permettent de se´lectionner dans quelle sous-repre´sentation irre´ductible de V ⊗m˜1 se
trouve le syste`me.
Prenons enfin la limite d’e´chelle du mode`le NJL. Pour cela, il faut re´introduire la den-
site´ line´ique de fermions D =M/L = a−1, que nous avions pour simplifier fixe´e a` 1 dans
la de´finition (1.34) de ǫ˜ et p˜. Ainsi ǫ˜NJL(λ) = D[arctan(e
π(λ−1/c)) + arctan(eπ(−λ−1/c))].
Prenons alors les limites simultane´es D → ∞, c → 0 de sorte que l’on garde fixe´e
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l’e´chelle d’e´nergie m ≡ 2De−π/c (cette limite est caracte´ristique de la ge´ne´ration dy-
namique de masse dans le mode`le NJL): on a alors ǫ˜NJL(λ) = m cosh(πλ) et de meˆme
p˜NJL(λ) = m sinh(πλ): c’est la parame´trisation usuelle (a` un facteur π pre`s) d’une par-
ticule relativiste massive de masse m. Egalement, les BAE (1.49) se simplifient dans la
limite d’e´chelle et deviennent:
Cjk ⋆ ρ˜k + ρj = δj1
m
2
cosh(πλ) (1.52)
Remarques:
⋆ Supposons que nous ayons conside´re´ un mode`le NJL avec une seule chiralite´ (par
exemple, uniquement des particules “droites”); e´videmment, l’interaction (qui est
entre particules de chiralite´s diffe´rentes) n’existe plus, et on obtient une the´orie
de doublets SU(2) de fermions de Weyl libres non-massifs. L’Ansatz de Bethe, le
de´couplage charge/spin, la limite d’e´chelle, etc. constituent une manie`re complique´e
de re´soudre un mode`le simple, mais qui n’en est pas moins inte´ressante. Reprenant
les calculs, on voit que les e´quations sont inchange´es, a` part la relation de dispersion
qui s’e´crit ǫ˜(λ) = p˜(λ) = Eeπλ (ou` E est une e´chelle de masse arbitraire, puisqu’elle
peut eˆtre modifie´e par de´calage de λ), ce qui est comme il se doit la relation de
dispersion d’une particule droite non-massive. De meˆme, les BAE s’e´crivent:
Cjk ⋆ ρ˜k + ρj = δj1
E
2
eπλ (1.53)
Remarquons que dans l’Ansatz de Bethe (tel qu’on l’a formule´ ici), une masse
n’apparaˆıt que lorsque l’on met deux chiralite´s diffe´rentes de particules nues (non-
massives) ensemble, ce qui est assez compre´hensible cine´matiquement.
⋆ Nous aurions e´galement pu prendre une limite relativiste dans la chaˆıne XXX. En
effet, dans la limite infra-rouge, on peut de´velopper la relation de dispersion au voisi-
nage de ǫ˜ ∼ 0, et on voit facilement qu’on obtient une the´orie conforme qui est le
point fixe infra-rouge (du groupe de renormalisation) de la the´orie. A part une sub-
tile diffe´rence dans la de´finition des deux chiralite´s (sur laquelle nous reviendrons au
3.3), ce point fixe infra-rouge est identique au point fixe ultra-violet du mode`le NJL.
La ressemblance entre un point fixe infra-rouge (de la chaˆıne de spins) et un point
fixe ultra-violet (du mode`le NJL) ne doit pas surprendre: en effet, c’est re´ellement la
meˆme re´gion d’e´nergies que de´crivent les deux the´ories conformes. Dans le premier
cas, la limite infra-rouge consiste a` regarder des e´nergies ǫ tre`s petites compare´es
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a` la seule e´chelle d’e´nergie existante, c’est-a`-dire le cutoff ultra-violet D: ǫ ≪ D.
Dans le second cas, la limite ultra-violette consiste a` regarder des e´nergies beaucoup
plus grandes que la masse m, mais apre`s la limite d’e´chelle qui envoie D a` l’infini,
de sorte que: m ≪ ǫ ≪ D. On a simplement dans le second cas une condition
supple´mentaire m≪ ǫ, du fait qu’on a affaire a` une the´orie massive (ce qui provient
des inhomoge´ne´ite´s θk = ±1/c).
1.2.5. BAE nues/BAE physiques: les excitations isotopiques SU(2)
Le passage des BAE nues aux BAE physiques est un concept un peu difficile a` ex-
pliquer; nous allons donc utiliser les diagrammes de´crivant la structure des BAE afin de
mieux le visualiser. Les BAE physiques sont des e´quations obtenues en supposant connus
le spectre et les matrices S des excitations physiques de la the´orie. On leur applique alors
la meˆme proce´dure qu’aux particules nues dans le mode`le NJL (de´phasage sur un espace
compactifie´), ce qui nous ame`ne a` de nouvelles BAE, les BAE physiques, qui doivent eˆtre
e´quivalentes par une transformation approprie´e aux BAE que nous avons de´ja` e´crites,
c’est-a`-dire les BAE nues.
Evidemment, les excitations physiques du mode`le NJL e´tant des “trous”, le pas-
sage des BAE nues aux BAE physiques est intimement lie´ a` la dualite´ particule-trou.
Cependant, du fait de la pre´sence des excitations isotopiques (ou excitations de spin)
qui refle`tent la syme´trie SU(2), l’e´quivalence comprend une e´tape supple´mentaire par
rapport a` ce qui a e´te´ fait au 1.2.2:
particules nues
(multiplets de SU(2))
ABA−−−−−→ ondes de spiny dualite´particule-trou
particules physiques
(multiplets de SU(2))
ABA−−−−−→ spinons + leurs excitations isotopiques
(ABA=Ansatz de Bethe Alge´brique)
Tout le principe des BAE physiques consiste a` “remonter” la fle`che du bas qui va vers
la droite, en devinant un spectre et des matrices S (ou e´ventuellement en les obtenant
par bootstrap) qui donnent des BAE e´quivalentes aux BAE nues.
Montrons comment ce proce´de´ fonctionne pour le mode`le NJL (avec des modi-
fications mineures, on pourrait l’appliquer a` la chaˆıne XXX). Supposons que les ex-
citations physiques sont des doublets SU(2), avec une matrice S donne´e par (1.35).
Conside´rons un e´tat constitue´ de Mph particules de rapidite´s θ1, . . . , θMph (c’est-a`-dire
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d’e´nergie/impulsion ǫk = m cosh(πθk) et pk = m sinh(πθk)). Conside´rons le syste`me sur
un espace compactifie´ de taille L, avec mL≫ 1, de sorte que l’on puisse supposer que les
diffe´rentes particules sont se´pare´es par des distances beaucoup plus grandes que 1/m. On
peut alors utiliser les matrices S pour e´crire la condition de de´phasage d’une particule
qui fait le tour de l’espace compactifie´:
e−ipkL = S(θk − θk−1) . . . S(θk − θ1)S(θk − θMph) . . . S(θk − θk+1) (1.54)
Cette e´quation est tout a` fait analogue a` l’e´quation (1.17), bien que son interpre´tation
soit diffe´rente: dans (1.17), les rapidite´s θk (des particules nues) sont fixe´es, tandis que
dans (1.54), elles ne le sont pas (en fait, a` L < ∞, toutes les valeurs des θk ne sont pas
pour autant admises puisqu’elles doivent eˆtre telles que l’e´quation aux valeurs propres
(1.54) ait une solution, ce qui implique une quantification des θk).
Pour re´soudre (1.54), on remarque qu’ici encore le second membre de (1.54) est la
trace de la matrice de monodromie inhomoge`ne T (λ = θk|θ1, . . . , θMph), et on aboutit
aux BAE (analogues de (1.30)):
1 =
m∏
β=1
β 6=α
λα − λβ − i
λα − λβ + i
Mph∏
k=1
λα − θk + i/2
λα − θk − i/2 (1.55a)
e−ipkL =
Mph∏
l=1
l6=k
Ŝ(θk − θl)
m∏
α=1
θk − λα + i/2
θk − λα − i/2 (1.55b)
Remarquons la pre´sence des facteurs Ŝ(θk − θl), ou` Ŝ(λ) = Γ(1+iλ/2)Γ(1−iλ/2) Γ((1−iλ)/2)Γ((1+iλ)/2) , dus au
fait que la matrice S physique est de la forme S(λ) = Ŝ(λ)R(λ). Ces facteurs assurent
que, meˆme dans la repre´sentation de plus haut poids (spin 1), c’est-a`-dire en l’absence
d’excitations de spin, les particules physiques ont une interaction.
Prenons enfin la limite thermodynamique des e´quations (1.55). L’e´quation (1.55a)
est identique a` (1.30a), et, en appliquant l’hypothe`se de corde, on obtient imme´diatement
les BAE (cf (1.49))
Cjk ⋆ ρ˜
ph
k + ρ
ph
j = δj1s ⋆ σ
ph (1.56)
ou` ρphj et ρ˜
ph
j sont les densite´s de j-cordes/trous de j-cordes des BAE (1.55), et σ
ph est
la densite´ d’excitations physiques: σph(λ) = 1L
∑Mph
k=1 δ(λ− θk).
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Comme les θk sont des inconnues dans (1.55), il faut e´galement re´crire (1.55b) dans
la limite thermodynamique; on prend la de´rive´e logarithmique et on obtient l’Equation
d’Ansatz de Bethe supple´mentaire:
2π(σph(λ) + σ˜ph(λ)) = mπ cosh(πλ) + 2πKj ⋆ ρ
ph
j +
(
1
i
d
dλ
log Ŝ
)
⋆ σph (1.57)
Divisant par 2π et identifiant les noyaux, on obtient:
σ˜ph + (C−111 )
−1 ⋆ σph + (C−111 )
−1 ⋆ C−11 j+1 ⋆ ρ
ph
j =
m
2
cosh(πλ) (1.58)
En multipliant (1.58) par C−111 , on peut finalement identifier (1.56) et (1.58) avec (1.52);
l’identification consiste a` poser: σph = ρ˜1 et σ˜
ph = ρ1, ce qui est la confirmation que les ex-
citations physiques sont des trous de 1-cordes; mais e´galement ρphj = ρj+1 et ρ˜
ph
j = ρ˜j+1,
c’est-a`-dire que les j-cordes physiques sont les (j + 1)-cordes nues ! On peut repre´senter
la transformation des BAE nues aux BAE physiques par la figure 13.
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Fig. 13: Passage des BAE nues aux BAE physiques dans le mode`le NJL. Les
nume´ros sont les longueurs des cordes nues.
Dans les BAE nues, ce sont les particules nues (repre´sente´es par le noeud coche´)
qui servent de “source” (de second membre) aux excitations de spin. De meˆme, dans les
BAE physiques, ce sont les particules physiques, maintenant repre´sente´es par le noeud
quadrille´, qui servent de source a` leurs excitations de spin. Le noeud est quadrille´ pour les
BAE physiques, et non coche´ comme pour les BAE nues, pour indiquer que les particules
physiques ont des rapidite´s qui sont elles-meˆmes des parame`tres physiques qui peuvent
prendre des valeurs arbitraires, ce qui n’est pas le cas des particules nues.
Remarquons enfin que le spin est donne´ par 2s = Mph −∑j≥1 j mphj , ce qui con-
corde avec l’expression (1.51) obtenue a` partir des BAE nues, du fait que Mph ≡ m˜1,
mphj ≡ mj+1.
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2. Structure des Equations d’Ansatz de
Bethe
On peut ge´ne´raliser de nombreuses manie`res les mode`les conside´re´s pre´ce´demment,
et donc les BAE associe´es. Nous allons a` pre´sent conside´rer celles qui nous seront utiles
pour les mode`les physiques que nous avons en vue. Ceci nous contraint a` un petit inter-
lude mathe´matique; en effet, la notion alge´brique sous-jacente aux mode`les inte´grables
est celle de groupe quantique, et elle nous est indispensable pour aller plus loin dans nos
constructions.
2.1. Ge´ne´ralite´s sur les groupes quantiques
En the´orie quantique des champs, les syme´tries d’un mode`le jouent un roˆle essentiel
dans son e´tude. Par syme´trie, on entend ge´ne´ralement groupe de syme´trie, bien que nave-
ment, toute observable qui commute avec le Hamiltonien puisse faire office de syme´trie.
Une remarque-cle´ est que la structure de groupe provient de l’exigence suivante: on de-
mande que lorsqu’on a l’action de la syme´trie sur un e´tat a` 1 particule, alors on sait aussi
la faire agir sur un e´tat a` plusieurs particules. C’est ce qui nous ame`nera a` la notion de
co-multiplication pour les groupes quantiques.
Dans le cadre de la the´orie des groupes, le the´ore`me de Coleman–Mandula restreint
e´norme´ment les syme´tries possibles d’une the´orie quantique des champs. Un premier
pas vers les groupes quantiques consiste a` remarquer qu’en incluant les super-alge`bres de
Lie comme syme´tries possibles, on obtient des alge`bres de syme´trie plus grosses (super-
syme´trie). A quatre dimensions, on ne peut aller plus loin, car le the´ore`me spin-statistique
nous limite aux syme´tries bosonique/fermionique. Par contre, a` deux dimensions, du
fait qu’on peut avoir des statistiques arbitraires, on peut imaginer des syme´tries plus
ge´ne´rales que les groupes ou les super-groupes: ce sont les groupes quantiques, qui sont
obtenus en relaxant la condition de co-commutativite´ de la co-multiplication. Effective-
ment, les groupes quantiques s’ave`rent eˆtre la syme´trie naturelle des mode`les inte´grables
a` deux dimensions; les ge´ne´rateurs de groupes quantiques y apparaissent comme des
charges non-locales [12]. Celles-ci forment en ge´ne´ral des groupes quantiques qui sont
des de´formations d’alge`bres de Lie de dimension infinie: ce sont les groupes quantiques
affines, par opposition aux groupes quantiques usuels (de dimension finie).
Nous allons rappeler brie`vement la de´finition d’un groupe quantique (2.1.1), et don-
ner l’exemple de Uq(sl(2)) (2.1.2); puis nous passerons aux groupes quantiques affines et
aux Yangiens (2.1.3), et de´velopperons le cas de Uq(ŝl(2)) (2.1.4).
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2.1.1. Quelques de´finitions
Il n’est pas question ici de traiter de manie`re de´taille´e la the´orie des groupes quan-
tiques. Nous renvoyons le lecteur aux re´fe´rences [13, 14, 15] pour plus de de´tails.
Rappelons simplement que pour nous, un groupe quantique est essentiellement une
alge`bre de Hopf quasi-triangulaire, c’est-a`-dire, pour expliciter nos notations:
a) une alge`bre A associative.
b) la donne´e d’un co-produit ∆:A→ A⊗A (homomorphisme d’alge`bre co-associatif),
d’une antipode γ:A→ A (anti-homomorphisme d’alge`bre) et d’une co-unite´ ε:A →
C, qui ve´rifient des conditions de compatibilite´ approprie´es.
c) la donne´e de la matrice R universelle: R ∈ A ⊗ A. Celle-ci assure que l’alge`bre de
Hopf A est “presque co-commutative”:
σ(∆(a)) = R∆(a)R−1 ∀a ∈ A (2.1)
ou` σ permute les facteurs dans A ⊗ A: σ(a ⊗ b) = b ⊗ a. La matrice R ve´rifie de
plus les conditions de quasi-triangularite´:
(1⊗∆)(R) = R13R12
(∆⊗ 1)(R) = R13R23
(2.2)
ou` par exemple R12 = R ⊗ 1 ∈ A ⊗ A ⊗ A. Pour me´moire, on a aussi la condition
(γ ⊗ 1)(R) = R−1.
Deux remarques e´le´mentaires:
• En combinant (2.1) et (2.2), on obtient l’e´quation de Yang–Baxter sans parame`tres
spectraux:
R12R13R23 = R23R13R12 (2.3)
en tant que relation dans A⊗A⊗A.
• Posons R = σ(R−1). Alors (2.1) implique que R ve´rifie aussi la relation σ(∆(a)) =
R∆(a)R
−1
. Si R = R alors on dit que l’alge`bre de Hopf A est triangulaire.
Nous nous inte´resserons essentiellement aux repre´sentations de groupes quantiques.
Traduisons-donc nos de´finitions en termes de repre´sentations:
a) une repre´sentation de A sur un Hilbert V est un morphisme d’alge`bre de A dans les
endomorphismes de V ; c’est donc donner a` V une structure de A-module a` gauche.
Nous abre`gerons dore´navant repre´sentation en “rep”.
38
b) Le co-produit ∆ permet de de´finir le produit tensoriel de deux rep de A: si ρ1 est une
rep sur V1 et ρ2 sur V2, alors (ρ1⊗ ρ2)∆ est une rep sur V1⊗ V2. L’antipode permet
de meˆme de de´finir la rep contragre´diente16: si ρ est une rep sur V , alors (ργ)⋆ est
une rep sur l’espace dual V ⋆. Enfin, la co-unite´ constitue la rep triviale de A.
c) Le produit tensoriel de rep n’est pas commutatif du fait de la non co-commutativite´
de ∆, c’est-a`-dire que la simple permutation des facteurs P21←12:V1⊗ V2 → V2 ⊗ V1
n’entrelace pas les deux rep ρ12 ≡ (ρ1⊗ρ2)∆ et ρ21 ≡ (ρ2⊗ρ1)∆ sur V1⊗V2 et V2⊗V1.
Cependant, la matrice R, prise dans les deux rep ρ1 et ρ2: R12 ≡ (ρ1 ⊗ ρ2)(R) per-
met justement de construire un tel entrelacement: en effet, la relation (2.1) s’e´crit
en appliquant ρ1 ⊗ ρ2:
P12←21ρ21(a)P21←12 = R12ρ12(a)R−112 (2.4)
(ou` P12←21 = P−121←12). On voit donc que Rˇ12 ≡ P21←12R12 est un ope´rateur
d’entrelacement entre ρ12 et ρ21
17. Remarquons qu’avec nos notations qui consis-
tent a` placer en indice les espaces sur lesquels les matrices R agissent, il est inutile
d’e´crire explicitement les permutations “Pba←ab”18. Nous utiliserons donc R12 (et
non Rˇ12) autant que possible.
• De plus, pour trois rep ρ1, ρ2, ρ3 donne´es, on peut de´finir 3 matrices R: R12, R13,
R23 agissant sur V1 ⊗ V2, V1 ⊗ V3, V2 ⊗ V3; elles ve´rifient elles aussi d’apre`s (2.3)
l’e´quation de Yang–Baxter sans parame`tres spectraux: R12R13R23 = R23R13R12.
• Enfin, si l’on a deux espaces de rep V1 et V2, alors on a des ope´rateurs d’entrelacement:
Rˇ12 qui va de V1 ⊗ V2 vers V2 ⊗ V1, et Rˇ21 qui va de V2 ⊗ V1 vers V1 ⊗ V2, mais ils
ne sont inverses l’un de l’autre que si l’alge`bre est triangulaire (R = R).
L’ensemble des repre´sentations d’une alge`bre de HopfA (ou plus exactement, l’espace
forme´ par leurs combinaisons line´aires), muni de la somme directe et du produit tensoriel,
forme une alge`bre associative R. La “presque co-commutativite´” de A implique de plus
que R est commutative.
16 D’ou`, en combinant co-produit et antipode, la repre´sentation sur les ope´rateurs d’un Hilbert
sur lequel A agit, ce qui est important en physique.
17 On dit souvent que Rˇ12 “commute” avec l’action du groupe quantique. Ceci n’est vrai au
sens litte´ral du terme que si ρ1 = ρ2, de sorte que ρ12 = ρ21.
18 C’est ce que nous avons fait implicitement au chapitre 1; cf l’e´quation d’unitarite´ (1.3).
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2.1.2. Alge`bres de Lie simples et leur de´formation; exemple de sl(2)
Le prototype de l’alge`bre de Hopf co-commutative est l’alge`bre enveloppante uni-
verselle U(g) d’une alge`bre de Lie g. Le co-produit et l’antipode sont alors engendre´s par
leur de´finition sur l’alge`bre de Lie g (et sur 1):
∆(a) = 1⊗ a+ a⊗ 1 γ(a) = −a ε(a) = 0 ∀a ∈ g
∆(1) = 1⊗ 1 γ(1) = 1 ε(1) = 1 (2.5)
Dans ce cas, la matrice R est triviale: R = 1⊗ 1.
Si g est l’alge`bre de Lie d’un groupe de Lie compact simplement connexe G, alors
l’alge`bre des repre´sentations R s’identifie a` l’alge`bre des fonctions de classe (i.e. invari-
antes par conjugaison) sur G: R = L2class(G). La base naturelle de R constitue´e par
les repre´sentations irre´ductibles (que nous abre´gerons en “irrep”) s’identifie a` la base des
caracte`res des irrep de L2class(G). On rappelle qu’a` une repre´sentation R et un e´le´ment
g ∈ G on peut associer le caracte`re χR(g) qui est par de´finition la trace de g pris dans
la rep R. Pour R fixe´, g → χR(g) est une fonction de classe; inversement, pour g fixe´,
R → χR(g) est une repre´sentation (uni-dimensionnelle) de R. L’alge`bre R posse`de une
repre´sentation naturelle qui est son action sur elle-meˆme par multiplication; explicite-
ment, a` chaque repre´sentation R on peut associer une matrice A (de taille infinie) a`
coefficients positifs qui donne son action par produit tensoriel dans la base des irrep:
R⊗R1 =
⊕
R2
AR2R1R2 R1, R2 irrep
Du fait de l’interpre´tation physique que nous lui donnerons, nous appellerons A la ma-
trice d’adjacence associe´e a` R. Comme R est commutative, la repre´sentation R→ A(R)
est de´composable en repre´sentations uni-dimensionnelles, ce qui veut dire que les A(R)
sont simultane´ment diagonalisables, de valeurs propres les caracte`res; on montre qu’on
obtient ainsi tous les caracte`res exactement une fois, graˆce a` l’identite´ (qui nous donne
aussi les vecteurs propres de At):
χR(g)χR1(g) =
∑
R2
AR2R1χR2(g)
En particulier, la dimension d’une repre´sentation R constitue la valeur propre de Perron–
Frobenius de sa matrice d’adjacence.
De plus, si l’on veut e´viter d’avoir a` passer par le groupe G, on peut de´finir un
caracte`re en restant au niveau de l’alge`bre g de la manie`re suivante: on conside`re une
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sous-alge`bre de Cartan h ⊂ g, et alors pour x ∈ h, χR(x) ≡ trR(exp(x)) (ou` l’on conside`re
x dans la repre´sentation R, puis on exponentie).
Les exemples connus de groupes quantiques non co-commutatifs sont obtenus par
de´formation des alge`bres enveloppantes des alge`bres de Lie usuelles: on les note Uq(g)
[16], ou` q est le parame`tre de de´formation. Nous allons maintenant donner la de´finition
pre´cise de Uq(sl(2)). Une construction similaire peut eˆtre effectue´e pour toutes les alge`bres
de Lie g simples.
Uq(sl(2)) est l’alge`bre engendre´e par les ge´ne´rateurs K (inversible d’inverse K
−1), E,
F et les relations [17,16]:
KEK−1 = q2E
KFK−1 = q−2F
EF− FE = K−K
−1
q − q−1
(2.6)
Il faut conside´rer que K = qH ou` H ≡ 2S3 est l’e´quivalent du ge´ne´rateur de la sous-
alge`bre de Cartan de sl(2)19. Si l’on utilise la notation ⌊x⌋ ≡ (qx − q−x)/(q − q−1),
alors [E,F] = ⌊H⌋. De meˆme, on pose E = S+K1/2 et F = K−1/2S− (on a introduit
K1/2 = qH/2), de telle sorte qu’on ait encore [S+, S−] = [E,F] = ⌊H⌋; S± est alors
analogue a` l’ope´rateur S1 ± iS2 de sl(2).
On voit que dans la limite q → 1, (2.6) se re´duit aux relations:
[S3, S±] = ±S±
[S+, S−] = 2S3
qui ne sont autres que les relations de commutation de sl(2).
De´finissons maintenant le co-produit [18], l’antipode et la co-unite´:
∆(K) = K⊗K γ(K) = K−1 ε(K) = 1
∆(E) = E⊗K+ 1⊗ E γ(E) = −EK−1 ε(E) = 0
∆(F) = F⊗ 1 + K−1 ⊗ F γ(F) = −KF ε(F) = 0
∆(1) = 1⊗ 1 γ(1) = 1 ε(1) = 1
(2.7)
En termes de S±, le co-produit se met sous la forme ∆(S±) = S±⊗K1/2+K−1/2⊗S±.
Cette reformulation a le me´rite de montrer que la transformation q → q−1 (et donc
K→ K−1), qui est une syme´trie de (2.6), e´change ∆ et σ ◦∆ (et γ et γ−1).
19 H n’est pas de´fini en tant qu’e´le´ment abstrait de Uq(sl(2)); cependant, dans les repre´sentations
que nous conside´rerons, H sera bien de´fini en tant qu’ope´rateur.
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La the´orie de la repre´sentation de Uq(sl(2)), pour des valeurs ge´ne´riques de q (c’est-
a`-dire pour q non racine de l’unite´) ressemble a` celle de sl(2): pour chaque demi-entier s,
on a une irrep de dimension 2s+1, l’action des ge´ne´rateurs dans la base de diagonalisation
de S3 e´tant donne´e par: (m = −s,−s+ 1, . . . , s)
S±|s,m〉 =
√
⌊s ∓m⌋⌊s ±m+ 1⌋|s,m± 1〉
S3|s,m〉 = m|s,m〉
(2.8)
On voit que H = 2S3 est bien de´fini en tant qu’ope´rateur. Les irrep sont classifie´es par
la valeur du q-Casimir quadratique C, ge´ne´rateur du centre de Uq(sl(2)):
C ≡ S−S+ + ⌊S3 + 1/2⌋2 = ⌊s + 1/2⌋2
On appellera les irrep donne´es par (2.8) les rep standard.
L’alge`bre des repre´sentations R est donc isomorphe a` celle de sl(2). En d’autres
termes, les coefficients de Littlewood-Richardson (les constantes de structure de R)
sont les meˆmes; par contre, les symboles 3j (coefficients de Clebsch–Gordan) et 6j
(Wigner–Racah) sont q-de´forme´s [19]. On peut e´galement de´finir des caracte`res χR(x) =
trR(exp(xH)), qui sont les meˆmes que les caracte`res usuels de sl(2).
La situation est plus complique´e pour q racine de l’unite´. Posons f le plus petit entier
tel que qf+2 = ±1. Alors, on remarque que le centre de Uq(sl(2)) est aggrandi, puisque
(S±)f+2 et Kf+2 commutent avec tous les ope´rateurs de Uq(sl(2)). Les repre´sentations
irre´ductibles de Uq(sl(2)) sont maintenant e´galement classifie´es par les valeurs propres
de ces trois ope´rateurs, si on laisse ces dernie`res arbitraires: c’est ce qu’on appelle la
spe´cialisation non-restreinte de Uq(sl(2)).
Nous ne conside´rerons pas cette situation ici: nous n’aurons affaire qu’a` des rep de
Uq(sl(2)) telles que K
f+2 = ±1 et (S±)f+2 = 0 (ce qui implique en particulier que H
est bien de´fini comme ope´rateur dans ces rep). La the´orie de la repre´sentation n’en reste
pas moins non-triviale: en effet, en imaginant q comme un parame`tre amene´ a` varier
continuˆment, il est naturel de conside´rer que les ope´rateurs (S±)f+2/⌊f + 2⌋! restent
bien de´finis dans la limite ou` ⌊f + 2⌋! ≡ ∏f+2i=1 ⌊i⌋ → 0 et (S±)f+2 → 0. L’alge`bre
Uq(sl(2)) munie de ces nouveaux e´le´ments constituent la spe´cialisation restreinte de
Uq(sl(2)). Les ope´rateurs correspondants aggrandissent les modules de Uq(sl(2)). En
particulier, certaines rep deviennent re´ductibles mais inde´composables. Qu’advient-il des
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repre´sentations standard quand q devient une racine de l’unite´ ? On trouve la classifica-
tion suivante:
a) les repre´sentations standard de spin s tel que 0 ≤ 2s ≤ f restent irre´ductibles.
b) les repre´sentations standard de dimension 2s + 1 = n(f + 2) restent e´galement
irre´ductibles.
c) les autres se retrouvent groupe´es ensemble en rep re´ductibles mais inde´composables.
Appelons “bonnes” (ou de type II) les rep a), et “mauvaises” (ou de type I) les rep
b) et c). Il existe un crite`re simple pour distinguer les bonnes rep des mauvaises: on
introduit pour cela la notion de q-dimension, qui n’est autre qu’un caracte`re particulier.
Par de´finition,
q dim(R) = trR(K) (2.9)
Pour q = 1, on retrouve la notion de dimension usuelle. On calcule aise´ment pour la rep
standard de spin s que q dim(R) = ⌊2s+1⌋. En particulier, pour q = ± exp(±iπ/(f+2)),
q dim(R) > 0 pour 0 ≤ 2s ≤ f . Par contre, pour les mauvaises rep, on a: q dim(R) = 0
(c’est e´vident pour les rep de type b), et prouvable pour celles de type c)).
Ceci sugge`re de tronquer l’alge`bre des repre´sentations en ne conservant que les bonnes
rep, c’est-a`-dire de q-dimension non nulle, et en jetant les mauvaises [20]. Pour cela, il
est ne´cessaire de de´finir un nouveau produit tensoriel tronque´: e´videmment, il ne s’agit
pas seulement d’e´liminer les rep de q-dimension nulle, car ceci briserait l’associativite´
de l’alge`bre R (des bonnes rep peuvent apparaˆıtre par produit tensoriel de mauvaises).
Dans le cas de Uq(sl(2)), une me´thode simple pour construire les matrices d’adjacence
tronque´es (ce qui e´quivaut a` donner le produit tensoriel tronque´) consiste a` partir de la
matrice A associe´e a` la rep fondamentale (spin 1/2) et a` la tronquer au sens litte´ral du
terme: on obtient une matrice (f +1)× (f +1) (dans la base des irreps classe´es par ordre
de dimension croissante):
A =

0 1 0
1 0 1
. . .
. . .
. . .
1 0 1
0 1 0

Ensuite, on obtient les autres matrices d’adjcacence dans la de´composition du produit
tensoriel de rep de spin 1/2. Ainsi, la matrice d’adjacence de spin 1 ve´rifie A1 = (A 1
2
)2−1.
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Nous donnerons une vision intuitive de ces matrices d’adjacence tronque´es au 2.2.2. Don-
nons la formule finale du produit tensoriel de deux bonnes irrep de spins s et s′ (s′ ≤ s):
s⊗ s′ =
min(s+s′,f−(s+s′))⊕
s′′=s−s′
s′′ (2.10)
L’alge`bre des repre´sentations Rtronc ainsi de´finie reste associative et commutative; elle
est de dimension finie, et n’admet donc plus qu’un nombre fini d’irrep (caracte`res),
la q-dimension e´tant l’un d’entre eux (valeur propre de Perron-Frobenius des matrices
d’adjacence). Ceci revient a` dire que les re`gles d’addition et de multiplication des car-
acte`res ne sont plus valables pour des caracte`res quelconques, du fait de la troncation
(ainsi, la dimension du produit tensoriel tronque´ n’est pas le produit des dimensions; par
contre, la q-dimension du produit tensoriel tronque´ est le produit des q-dimensions).
Finalement, on peut montrer que Uq(sl(2)) est quasi-triangulaire
20 et posse`de donc
une matrice R universelle. Nous ne donnerons pas la formule abstraite de R (cf [14]),
mais seulement sa matrice (et celle de R) dans deux repre´sentations de spin 1/2:
R =

q 0 0 0
0 1 q − q−1 0
0 0 1 0
0 0 0 q
 R =

q−1 0 0 0
0 1 0 0
0 q−1 − q 1 0
0 0 0 q−1
 (2.11)
2.1.3. Yangiens, groupes quantiques affines et matrices R(λ)
Nous avons vu au 2.1.1 des expressions pour les matrices R semblables a` celles qui
avaient e´te´ utilise´es dans l’Ansatz de Bethe. Cependant, les matrices R des groupes quan-
tiques ne de´pendent a priori pas d’un parame`tre spectral; en particulier, elles ve´rifient
l’e´quation de Yang–Baxter, mais sans parame`tres spectraux. Pour y reme´dier, il suffit de
conside´rer des groupes quantiques dont les repre´sentations sont indexe´es par un parame`tre
spectral λ: c’est ce qui nous conduit naturellement aux Yangiens et aux alge`bres de
boucles quantiques.
On sait qu’a` une alge`bre de Lie simple g on peut associer une alge`bre affine (non
tordue) ĝ qui peut eˆtre conside´re´e comme une extension centrale de l’alge`bre de boucles
ĝ0 de g. Si l’on oublie l’extension centrale, on voit que l’on a pre´cise´ment introduit un
nouveau parame`tre x (de sorte que l’alge`bre de boucles soit: ĝ0 = g⊗C[x, x−1]). Notons
20 Pour q ge´ne´rique. Pour q racine de l’unite´, et dans la spe´cialisation restreinte, on peut tout
de meˆme trouver des matrices R pour toutes les repre´sentations.
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que dans l’application usuelle des alge`bres affines a` la physique (pour les the´ories con-
formes), x joue le roˆle de variable d’espace-temps, alors qu’ici il constitue le parame`tre
spectral (on verra qu’il est relie´ a` notre parame`tre spectral habituel λ par x = qiλ).
Pour des raisons qui vont apparaˆıtre plus loin, il est plus naturel de commencer par
conside´rer le cas de´forme´. De la meˆme manie`re que l’on peut de´former l’alge`bre de Lie
simple g en Uq(g), on peut de´former ĝ en un groupe quantique affine Uq(ĝ). En fait,
nous ne nous inte´resserons qu’aux repre´sentations de niveau 0 de Uq(ĝ)
21, c’est-a`-dire
aux repre´sentations de l’alge`bre de boucles quantique Uq(ĝ0): en effet, celles-ci sont,
comme dans la limite non-de´forme´e q = 1, des repre´sentations d’e´valuation du parame`tre
x. On peut montrer que toute repre´sentation de Uq(ĝ0) s’obtient par produit tensoriel
de repre´sentations d’e´valuation.
On peut ensuite prendre la limite non-de´forme´e q → 1 (ou q → −1, voir 2.2);
dans cette limite, et pour les mode`les physiques qui nous inte´ressent, l’alge`bre de boucles
quantique Uq(ĝ0) ne redonne pas l’alge`bre de boucles usuelle, mais “de´ge´ne`re” en un
Yangien [22,23], note´ Y (g). Y (g) est encore une alge`bre de Hopf non co-commutative,
qui contient comme sous-alge`bre l’alge`bre universelle enveloppante U(g). La the´orie de la
repre´sentation de Y (g) est comple`tement analogue a` celle de Uq(ĝ0): ses repre´sentations
peuvent eˆtre obtenues par produit tensoriel de repre´sentations dites d’e´valuation. Nous
n’expliciterons pas ici Y (g), et le lecteur est donc renvoye´ aux re´fe´rences [13,24] pour plus
de de´tails.
Pour deux rep d’e´valuation V1 et V2 de parame`tres spectraux λ1 et λ2 d’un
groupe quantique affine/Yangien, la matrice R(λ) entre les deux rep est une fonction
de λ = λ1−λ2. Ainsi, l’e´quation de Yang–Baxter acquiert la forme (1.4) avec parame`tres
spectraux. De plus, remarquons que l’e´quation d’unitarite´ (1.3) s’interpre`te alors comme
la triangularite´ du groupe quantique affine/Yangien: R = R prise dans V1 ⊗ V2.
Il convient de remarquer que les Yangiens et les groupes quantiques affines ne sont
pas stricto sensu des alge`bres de Hopf quasi-triangulaires; en effet, ils ne sont pas tout a`
fait “presque co-commutatifs”, fait qui s’ave`rera important pour nous puisqu’il est lie´ a` la
proce´dure de fusion (section 2.3). Cependant, on peut tout de meˆme de´finir pour toute
paire de rep V1 et V2 des matrices R qui ve´rifient l’e´quation de Yang–Baxter; et pour des
valeurs ge´ne´riques des parame`tres spectraux caracte´risant V1 et V2, Rˇ12 entrelace bien
V1 ⊗ V2 et V2 ⊗ V1.
Explicitons maintenant Uq(ĝ) dans le cas g = sl(2).
21 Les repre´sentations de niveau non nul peuvent quand meˆme apparaˆıtre elles aussi, cf [21].
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2.1.4. Le groupe quantique affine Uq(ŝl(2)) et ses repre´sentations de niveau 0
L’alge`bre Uq(ŝl(2)) est engendre´e par les e´le´ments Ki (inversibles d’inverses K
−1
i ),
Ei, Fi (i = 0, 1) et les relations:
KiKj = KjKi
KiEjK
−1
i = q
aijEj
KiFjK
−1
i = q
−aijFj
EiFj − EjFi = δijKi −K
−1
i
q − q−1
(adEi)
1−aji(Ej) = 0 (i 6= j)
(adFi)
1−aji(Fj) = 0 (i 6= j)
(2.12)
ou` (aij) est la matrice de Cartan de A
(1)
1 : (aij) =
(
2
−2
−2
2
)
. Nous n’e´crirons pas plus
explicitement les deux dernie`res conditions (voir [13] pour une de´finition de l’action ad-
jointe q-de´forme´e ad). On remarque que K1K0 appartient au centre de l’alge`bre: dans
une repre´sentation irre´ductible, K1K0 = q
n, ou` n est le niveau de la repre´sentation.
Uq(ŝl(2)) contient deux sous-alge`bres Uq(sl(2)) (engendre´es par Ki, Ei, Fi a` i fixe´),
qui jouent a priori des roˆles syme´triques. Evidemment, ceci est a` contraster avec la vision
usuelle de Uq(ŝl(2)0) comme alge`bre de boucles (de´forme´e), dans laquelle on a une sous-
alge`bre privile´gie´e, la sous-alge`bre horizontale: les ge´ne´rateurs de cette dernie`re seront
identifie´s avec K1, E1, F1. Le co-produit, l’antipode et la co-unite´ sont donne´s pour
chaque sous-alge`bre Uq(sl(2)) par les relations (2.7).
De´finissons a` pre´sent les repre´sentations d’e´valuation: elles sont obtenues par affin-
isation des repre´sentations de Uq(sl(2)). Ainsi, si l’on a de´fini une repre´sentation de
Uq(sl(2)) par l’action de ses ge´ne´rateurs E, F, K, alors l’action des ge´ne´rateurs de Uq(ŝl(2))
est donne´e par
E1 = xE F1 = x
−1F K1 = K
E0 = xF F0 = x
−1E K0 = K
−1 (2.13)
On a K0K1 = 1, donc c’est une repre´sentation de niveau 0, caracte´rise´e par son spin
(celui de la repre´sentation de Uq(sl(2)) dont on est parti) et un parame`tre spectral x.
Remarquons e´galement qu’a` la repre´sentation (2.13) est naturellement associe´e une gra-
dation de Uq(ŝl(2)), c’est-a`-dire que l’on associe aux ge´ne´rateurs E1, E0 un degre´ +1 (car
ils multiplient par x), a` F1, F0 un degre´ −1, et a` K1, K0 un degre´ 0. C’est la gradation
principale, la plus naturelle pour nous.
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Nous serons cependant amene´s a` conside´rer une autre gradation. Pour cela, effec-
tuons un changement de base de´pendant de x, de fac¸on que E acquie`re un degre´ e´gal a`
−1, et F a` +1. Alors, on obtient une nouvelle gradation, la gradation homoge`ne, dans
laquelle la sous-alge`bre horizontale E1, F1, K1 est de degre´ 0, tandis que E0 est de degre´
2 et F0 de degre´ −2.
Prenons un exemple concret. Dans la repre´sentation de spin 1/2, les matrices des
ge´ne´rateurs (2.13) sont
E1 =
(
0 x
0 0
)
F1 =
(
0 0
x−1 0
)
K1 =
(
q 0
0 q−1
)
E0 =
(
0 0
x 0
)
F0 =
(
0 x−1
0 0
)
K0 =
(
q−1 0
0 q
) (2.14)
La matrice R(x) entre deux repre´sentations de spin 1/2, de parame`tres spectraux x1 et
x2 (x = x1/x2) vaut
R(x) =

1 0 0 0
0 x−x
−1
xq−x−1q−1
q−q−1
xq−x−1q−1 0
0 q−q
−1
xq−x−1q−1
x−x−1
xq−x−1q−1 0
0 0 0 1
 (2.15)
Effectuons maintenant le changement de base |±˜〉 = x±1/2|±˜〉; on obtient les nouvelles
matrices
E˜1 =
(
0 1
0 0
)
F˜1 =
(
0 0
1 0
)
K˜1 =
(
q 0
0 q−1
)
E˜0 =
(
0 0
x2 0
)
F˜0 =
(
0 x−2
0 0
)
K˜0 =
(
q−1 0
0 q
) (2.16)
L’action de la sous-alge`bre horizontale s’identifie a` l’action usuelle de Uq(sl(2)). Quant a`
la matrice R˜(x), elle s’e´crit
R˜(x) =

1 0 0 0
0 x−x
−1
xq−x−1q−1 x
q−q−1
xq−x−1q−1 0
0 x−1 q−q
−1
xq−x−1q−1
x−x−1
xq−x−1q−1 0
0 0 0 1
 = xR − x−1Rxq − x−1q−1 (2.17)
ou` R et R sont les matrices R de sa sous-alge`bre horizontale (cf (2.11)).
Qu’est-ce qui motive physiquement le choix d’une base ou de l’autre, et donc d’une
gradation ou de l’autre ? Pour se faire une ide´e, supposons que le groupe quantique affine
agisse sur le Hilbert d’une the´orie invariante relativiste, de telle sorte que λ (x = q−iλ)
s’identifie a` la rapidite´ des e´tats asymptotiques. Un choix naturel consiste a` prendre
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des vecteurs de base |±, x〉 (ou` l’on a spe´cifie´ explicitement le parame`tre spectral x
de la repre´sentation) tels que |±, xx1〉 = τx|±, x1〉 ou` τx est l’ope´rateur de boost dans
l’espace de Hilbert. Ainsi, le degre´ d’un ope´rateur O dans la gradation correspondante
s’identifie au comportement sous le groupe de Lorentz de cet ope´rateur (son “spin”):
τ−1x Oτx = xdegOO. Le choix de la gradation est donc lie´ au “spin” des ge´ne´rateurs du
groupe quantique.
Remarquons enfin que, dans la limite q → 1, la matrice R(x) (2.15) exprime´e en
termes de λ, avec x = q−iλ (on parle alors de matrice R trigonome´trique), tend vers la
matrice R(λ) rationnelle (1.20). Cette dernie`re s’interpre`te dans ce contexte comme la
matrice R(λ) associe´e au Yangien Y (sl(2)).
Pre´sentons maintenant la the´orie de la repre´sentation de Uq(ŝl(2)0) [25]. Nous sup-
poserons q ge´ne´rique. On montre que toute repre´sentation irre´ductible de dimension finie
est caracte´rise´e par un polynoˆme P (x) =
∏
k(x−xk); les xk sont les parame`tres spectraux
associe´s a` la repre´sentation. Pour deux irrep de polynoˆmes P (x) et Q(x) et des valeurs
ge´ne´riques de leurs racines, leur produit tensoriel est irre´ductible de polynoˆme P (x)Q(x).
Voyons pre´cise´ment ce qu’on entend ici par ge´ne´riques.
Partons de la rep d’e´valuation de spin 1/2, de parame`tre spectral x0. Le polynoˆme
associe´ est P (x) = x − x0. Pour deux telles rep sur V1 = C2 et V2 = C2, de polynoˆmes
P (x) = x− x1 et Q(x) = x− x2, le produit tensoriel est irre´ductible sauf si λ2 − λ1 = ±i
(on a repris notre parame´trisation x = q−iλ). Dans ce cas,la repre´sentation est re´ductible
(mais inde´composable), et on a un sous-espace stable. Pour λ2−λ1 = +i, ce sous-espace
constitue la rep d’e´valuation de spin 1, de polynoˆme P (x)Q(x)22; pour λ1 − λ2 = −i,
c’est la repre´sentation de spin 0 (triviale), de polynoˆme 1. Remarquons la dissyme´trie
manifeste entre les deux cas: dans le premier cas, le polynoˆme est comme dans le cas
ge´ne´rique le produit des polynoˆmes, et non dans le second. Ceci est duˆ au fait que le
vecteur de plus haut poids du produit tensoriel se trouve dans la sous-repre´sentation dans
le premier cas, et non dans le second. La sous-repre´sentation du vecteur de plus haut
poids joue donc un roˆle spe´cial, ce que nous aurons l’occasion de revoir plus loin, lorsque
nous mettrons en pratique ces re´sultats pour la proce´dure de fusion.
De meˆme, la repre´sentation d’e´valuation de spin s admet pour polynoˆme P (x) =∏2s
k=1(x− xk) avec xk = q−iλk et λk = λ+ i(s+1/2− k), c’est-a`-dire que les λk forment
22 Ce sous-espace s’identifie avec la sous-repre´sentation de spin 1 dans la de´composition
1
2
⊗ 1
2
= 0⊕ 1 pour une quelconque des deux sous alge`bres Uq(sl(2)).
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une 2s-corde. Nous justifierons d’ailleurs au 2.3.1 le lien avec l’hypothe`se de corde. La
repre´sentation d’e´valuation de spin s s’obtient donc comme sous-repre´sentation du vecteur
de plus haut poids de la repre´sentation V ⊗2s (V rep de spin 1/2) avec les parame`tres
spectraux λ1, . . ., λ2s.
De manie`re ge´ne´rale, pour deux repre´sentations de polynoˆmes P (x) et Q(x), leur
produit tensoriel est irre´ductible si et seulement si les racines de P (x) et de Q(x) mises en-
semble ne forment pas de nouvelles cordes (cas “ge´ne´rique”). Pour une analyse comple`te
du cas non-ge´ne´rique, nous renvoyons le lecteur a` [13].
2.2. Anisotropie
Nous avons maintenant les outils ne´cessaires pour ge´ne´raliser la chaˆıne XXX ou le
mode`le NJL en introduisant une anisotropie dans l’interaction spin-spin. Remarquons que
nous ne conside`rerons pas l’anisotropie la plus ge´ne´rale (les trois constantes de couplages
diffe´rentes), car elle serait associe´e aux solutions elliptiques de l’Equation de Yang–Baxter
(et aux groupes quantiques elliptiques) dont nous n’avons pas parle´; cependant, ce cas
de figure ne nous inte´resse pas directement car il est lie´ a` des mode`les sur re´seau non-
critiques.
2.2.1. La chaˆıne XXZ
Conside´rons donc un Hamiltonien de la chaˆıne XXZ, qui agit sur le meˆme Hilbert
H = V ⊗M avec V = C2, et qui est donne´ par
HXXZ = HXXZ(∆) = −2
M∑
i=1
(s1ks
1
k+1 + s
2
ks
2
k+1 +∆s
3
ks
3
k+1) (2.18)
ou` ∆ est un re´el fixe´. Ce Hamiltonien ne ge´ne´ralise pas de manie`re e´vidente le Hamiltonien
XXX (1.1), du fait du signe − dans (2.18). Cependant, si l’on effectue la transformation
T =
∏
k impair s
3
k, alors le nouveau Hamiltonien H˜XXZ(∆) ≡ THXXZ(∆)T−1 vaut
H˜XXZ(∆) = 2
M∑
i=1
(s1ks
1
k+1 + s
2
ks
2
k+1 −∆s3ks3k+1)
soit encore: HXXZ(∆) = −H˜XXZ(−∆). En particulier, HXXX = H˜XXZ(∆ = −1).
Evidemment, les deux Hamiltoniens HXXZ(∆) et H˜XXZ(∆) n’exhibent pas les meˆmes
syme´tries: par exemple, H˜XXZ(∆ = −1) = HXXX a une invariance SU(2), alors que
cette dernie`re n’est pas manifeste pour HXXZ(∆ = −1). De manie`re ge´ne´rale, on verra
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que HXXZ(∆) est naturellement associe´ a` un groupe quantique avec un parame`tre de
de´formation q, ou` ∆ = (q + q−1)/2; alors, H˜XXZ(∆) = −HXXZ(−∆) est associe´ a` un
parame`tre de de´formation −q. Cependant, ces deux groupes quantiques sont relie´s de
manie`re triviale l’un a` l’autre. Dore´navant, de fac¸on a` nous conformer aux conventions
de la litte´rature sur le sujet, nous ne conside´rerons plus le Hamiltonien de la chaˆıne XXZ
que sous la forme HXXZ (et non H˜XXZ); en particulier, la limite isotrope correspond pour
nous a` q → −1, et non a` q → 1.
Le Hamiltonien (2.18) n’est pas invariant sous SU(2), mais seulement sous l’action
de sa sous-alge`bre de Cartan U(1): [HXXZ, S
3] = 0. Y a-t-il une syme´trie naturelle de la
the´orie, qui puisse ge´ne´raliser SU(2) ?
Une premie`re suggestion de re´ponse apparaˆıt en remarquant que la chaˆıne XXZ, avec
des conditions aux bords ouvertes particulie`res [26], posse`de une syme´trie Uq(sl(2)) ou`
∆ =
q + q−1
2
(2.19)
Cependant, cette syme´trie n’est “pas suffisante” pour nos besoins; en effet, on a vu
aux paragraphes pre´ce´dents que pour construire une matrice R(λ) avec parame`tre spec-
tral, il nous faut une syme´trie beaucoup plus grosse qu’un simple groupe quantique. Il
est donc naturel de conside´rer le groupe quantique affine Uq(ŝl(2)) (pour q donne´ par
la meˆme valeur (2.19)), et de le faire agir sur le Hilbert H = V ⊗M de la chaˆıne XXZ.
Uq(ŝl(2)) agit sur V par la repre´sentation de spin 1/2 et de parame`tre spectral x = 1, et
donc sur H par co-produit. On introduit ensuite un espace auxiliaire Va, de rapidite´ x,
et la matrice de monodromie
Ta(x) = RaM (x)RaM−1(x) . . .Ra1(x) (2.20)
ou` R(x) est la matrice R donne´e par (2.15). Choisissons maintenant la parame´trisation
suivante: posons q = −e−iγ , soit ∆ = − cos γ, et x = eγλ. La matrice R est alors donne´e
par
R(λ) =

1 0 0 0
0 sinh(γλ)
sinh(γ(i−λ))
sinh(iγ)
sinh(γ(i−λ)) 0
0 sinh(iγ)sinh(γ(i−λ))
sinh(γλ)
sinh(γ(i−λ)) 0
0 0 0 1
 (2.21)
Pour avoir des conditions aux bords pe´riodiques, on pose T(x) = tra(Ta(x)). On a
alors la relation:
HXXZ = i
sin γ
γ
T(λ)−1
d
dλ
T(λ)|λ=0 + cst (2.22)
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Il est pratique de rede´finir HXXZ → γsinγHXXZ pour se de´barrasser de la constante mul-
tiplicative dans (2.22). C’est ce que nous ferons dore´navant.
Par de´finition de la matrice R(λ), on a
Ta(λ)gaH = gHaTa(λ)
ou` gaH (resp. gHa) est l’action d’un e´le´ment g de Uq(ŝl(2)) sur Va ⊗H (resp. H ⊗ Va);
donc “modulo les termes de bord”, c’est-a`-dire en oubliant l’espace auxiliaire, Ta(λ) com-
mute avec l’action de Uq(ŝl(2)) sur H. Cependant, ces termes de bord ne disparaissent
pas quand on prend des conditions aux bords pe´riodiques, et donc ni l’alge`bre entie`re
Uq(ŝl(2)) ni meˆme une quelconque sous-alge`bre Uq(sl(2)) ne commutent avec le Hamil-
tonien HXXZ; on peut seulement conside´rer que le groupe quantique affine constitue en
un sens vague une syme´trie du Hamiltonien de la chaˆıne XXZ dans la limite M → ∞
(puisque le manque de commutation entre HXXZ et l’action de Uq(ŝl(2)) est lie´ a` des ter-
mes de bord). Ce point de vue est celui qui est la base des travaux [21], mais leur optique
est suffisamment diffe´rente de la noˆtre pour que nous ne nous attardions pas sur ce point.
Signalons imme´diatement que, de la meˆme manie`re que l’on passe de la chaˆıne XXX
a` la chaˆıne XXZ, on peut conside´rer un mode`le NJL de´forme´, dont le Lagrangien est [27]:
L = iψ¯a/∂ψa − gj3µj3µ − f(j1µj1µ + j2µj2µ) (2.23)
Aussi bien la chaˆıne XXZ que le mode`le NJL de´forme´ nous conduisent a` des cas partic-
uliers de la matrice de monodromie inhomoge`ne
Ta(x|y1, . . . , yM ) = RaM (xy−1M )RaM−1(xy−1M−1) . . .Ra1(xy−11 ) (2.24)
Pour le mode`le NJL de´forme´, γ est donne´ par cos γ = cos g/ cos f et les inhomoge´ne´ite´s
yk = e
±A ou` tanhA = cos f sin γ/ sin g (de sorte que A→∞ quand f → 0).
Comme au 1.1.3, on peut de´finir un mode`le statistique sur re´seau a` partir de la
matrice de monodromie (2.24): on obtient ainsi le mode`le a` 6 vertex ge´ne´ral. En effet, la
matrice la plus ge´ne´rale qui conserve la charge U(1) et qui est Z2-invariante par retourne-
ment des fle`ches a les meˆmes 6 poids non-nuls que R(λ) et de´pend de trois parame`tres
inde´pendants, qui sont pour nous la normalisation globale de la matrice R, le parame`tre
de de´formation q et le parame`tre spectral x.
Une fois que l’on a compris que l’anisotropie nous forc¸ait simplement a` remplacer le
Yangien Y (sl(2)) par le groupe quantique affine Uq(ŝl(2)), on peut recommencer l’Ansatz
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de Bethe alge´brique pour diagonaliser la matrice de transfert T(λ) = tra(Ta(λ)). La
proce´dure est inchange´e, mais elle nous conduit a` de nouvelles e´quations d’Ansatz de
Bethe:
m∏
β=1
β 6=α
xαx
−1
β q
−1 − x−1α xβq
xαx
−1
β q − x−1α xβq−1
=
M∏
k=1
xαy
−1
k − x−1α yk
xαy
−1
k q − x−1α ykq−1
(2.25)
Nous nous limiterons dore´navant a` la phase dite non-massive, c’est-a`-dire −1 < ∆ <
1, soit encore |q| = 1. Dans la parame´trisation q = −e−iγ , γ est re´el, 0 < γ < π.
Les BAE (2.25) se re´crivent alors, apre`s le de´calage des λα de i/2:
m∏
β=1
β 6=α
sinh(γ(λα − λβ + i))
sinh(γ(λα − λβ − i)) =
M∏
k=1
sinh(γ(λα − θk + i/2))
sinh(γ(λα − θk − i/2)) (2.26)
ou` yk ≡ eγθk . De meˆme, la valeur propre e−ipkL de T(θk) correspondant a` l’e´tat de Bethe
caracte´rise´ par les λα vaut:
e−ipkL =
m∏
α=1
sinh(γ(θk − λα + i/2))
sinh(γ(θk − λα − i/2)) (2.27)
Une diffe´rence essentielle avec le cas isotrope consiste en ce que, le syste`me n’ayant plus
l’invariance sl(2) (ni l’invariance de groupe quantique du fait des conditions de bord), on
ne peut plus rajouter de racines λα = ∞ a` une solution donne´e; ainsi, on obtient tous
les vecteurs propres de la matrice de transfert (et non pas seulement des vecteurs de plus
haut poids) en ne conside´rant que des racines λα finies [28].
Dans la re´gion −1 < ∆ < 1 que nous conside´rons, le vide de la the´orie, comme dans
le cas isotrope, est non-trivial: il est obtenu en remplissant de racines des BAE (2.26)
l’axe re´el.
Dans la limite thermodynamique, il faut trouver une hypothe`se de corde approprie´e:
celle-ci existe [29], mais elle est relativement complique´e pour une valeur quelconque de γ
(elle de´pend du de´veloppement en fraction continue de γ/π). Nous nous limiterons donc
ici a` la valeur γ = π/(p+ 1), p > 1 entier (nous reviendrons a` une valeur arbitraire de γ
quand nous parlerons de NLIE, section 3.3), qui a un inte´reˆt tout particulier pour nous.
L’hypothe`se de corde s’exprime alors ainsi: les racines des BAE (2.26) forment soit des
j-cordes (centre´es sur l’axe re´el) avec 1 ≤ j ≤ p, soit des “1−-cordes”, c’est-a`-dire des
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racines de partie imaginaire π2γ . En utilisant des techniques similaires a` celles employe´es
au 1.2.3, on obtient le nouveau syste`me d’Equations d’Ansatz de Bethe continues:
Cjk ⋆ ρ˜k + ρj − δj p−1s ⋆ ρ1− = δj1σ ⋆ s(λ) 1 ≤ j ≤ p
ρ˜1− − s ⋆ ρ˜p−1 + ρ1− = 0
(2.28)
Cjk est la matrice de Cartan avec parame`tre spectral de Ap, c’est-a`-dire qu’elle est donne´e
par (1.47), mais avec les conditions de bord 1 ≤ j, k ≤ p. Comme nous nous resservirons
de la matrice de Cartan de Ap plus tard, donnons son inverse en transforme´e de Fourier:
C−1jk (κ) = C
−1
kj (κ) = 2 coth(κ)
sinh((p+ 1− k)κ) sinh(jκ)
sinh((p+ 1)κ)
k ≥ j (2.29)
Les BAE (2.28) peuvent eˆtre de´crites par la figure 14.
1
1 2 p-2 p-1 p
Fig. 14: BAE de la chaˆıne XXZ a` γ = π/(p+ 1).
Le noeud supple´mentaire lie´ au noeud p− 1 est celui qui correspond aux 1−-cordes:
le lien entre les deux noeuds signifie qu’il y a un terme −s⋆ρ˜p−1 dans l’e´quation du noeud
1−, et qu’il a un terme −s ⋆ ρ1− dans l’e´quation du noeud p− 1.
L’e´nergie-impulsion a pre´cise´ment la meˆme forme (1.33)-(1.34) que dans le cas
isotrope (rappelons que nous avons rede´fini la normalisation de HXXZ a` cet effet). Les
excitations physiques sont donc des trous dans la mer de Fermi de racines re´elles des BAE,
et elles ont les relations de dispersion ǫ˜ = π sin p˜ pour la chaˆıne XXZ, ǫ˜2 = p˜2+m2 pour le
mode`le NJL anisotrope (apre`s avoir pris la limite d’e´chelle D →∞, m ≡ 2De−π/c fixe´e).
Bien suˆr, le manque de syme´trie du Hamiltonien a` L < ∞ n’empeˆche pas les
excitations physiques d’avoir une structure “isotopique”, lie´e a` la possibilite´ d’inse´rer
des j-cordes, j ≥ 2, et des 1−-cordes. Nous reviendrons sur ce point au 2.2.3; nous
de´terminerons alors e´galement la matrice S des excitations physiques.
2.2.2. Troncation de groupe quantique
Comme nous l’avons dit, le syste`me que nous venons de de´crire n’est pas invariant
par l’action d’un groupe quantique du fait des conditions de bord. Il y a deux manie`res
de re´tablir cette invariance:
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⋆ soit, comme nous l’avons explique´ pre´ce´demment, en prenant des conditions de bord
ouvertes particulie`res [26]; ceci a le de´savantage de modifier l’aspect des BAE, du
fait qu’elles doivent maintenant incorporer les effets de re´flection aux bord [30].
⋆ soit, pour q racine de l’unite´ (donc en particulier pour γ = π/(p+1)), on peut mod-
ifier la matrice de transfert (tout en conservant les conditions de bord pe´riodiques)
[31] de fac¸on a` restaurer la syme´trie Uq(sl(2)). Il est alors naturel de changer la
gradation du groupe quantique affine en la gradation homoge`ne, de fac¸on a` faire de
la syme´trie Uq(sl(2)) une sous-alge`bre horizontale
23. Il est par contre impossible de
restaurer la syme´trie du groupe quantique affine complet.
Nous choisirons donc la deuxie`me solution: elle conduit a` des BAE quasiment iden-
tiques a` (2.26) (il y a simplement des “twists” supple´mentaires24); en particulier dans la
limite thermodynamique, les BAE continues ont la meˆme forme (2.28).
On peut alors imple´menter la “troncation de groupe quantique”. Rappelons que
celle-ci consiste a` tronquer le produit tensoriel V ⊗M qui constitue le Hilbert physique
de fac¸on a` retirer les mauvaises rep au fur et a` mesure qu’on effectue les produits ten-
soriels succesifs par V . Comme nous l’avons de´ja` signale´, cette proce´dure n’e´quivaut pas
a` simplement effectuer le produit tensoriel complet V ⊗M , puis retirer les mauvaises rep:
en effet, il existe des bonnes rep qui ont e´te´ obtenues par produit tensoriel de mauvaises
rep et qui sont ainsi conserve´es alors qu’elles ne devraient pas appartenir au Hilbert
tronque´ Htronc. Une bonne visualisation de la proce´dure de troncation se fait graˆce aux
diagrammes de Bratteli (figure 15).
0
s
(p-2)/2
10 2 M
Fig. 15: Un diagramme de Bratteli. Le spin est place´ en ordonne´e.
23 En fait, le choix de la gradation nous est impose´ par le fait que, dans la limite conforme, il
existe une nouvelle action de l’alge`bre de Virasoro qui modifie le spin des ge´ne´rateurs du groupe
quantique – voir chapitre 3.
24 Ceux-ci compensent exactement les “twists” qui apparaissent par l’action des ge´ne´rateurs
du groupe quantique, assurant ainsi l’invariance des BAE.
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On part de la repre´sentation triviale, de spin s = 0, puis on effectue le produit
tensoriel par V une premie`re fois, et on obtient s = 1/2, puis une seconde fois et on
obtient s = 0 ou s = 1, etc, jusqu’au cran M ou` l’on obtient le spin de l’e´tat. A chaque
diagramme allant du spin 0 au spin s correspond exactement une sous-rep de spin s de
V ⊗M , et on a ainsi construit une de´composition de V ⊗M en sous-rep irre´ductibles. La
troncation consiste alors simplement a` ne retenir que les diagrammes qui sont entie`rement
en-dessous de la valeur maximale s = (p−1)/2. Les diagrammes de Bratteli sont directe-
ment lie´s a` la formulation IRF (“Interaction Round a Face”) [32] des mode`les qui nous
inte´ressent (en l’occurrence les mode`les IRF e´quivalents sont les mode`les SOS/RSOS),
mais il n’est pas possible, par manque de place, de discuter de cette formulation ici.
Au niveau de l’Ansatz de Bethe, la troncation implique de ne conserver que les
e´tats de Bethe qui sont les vecteurs de plus haut poids de bonnes repre´sentations (de
spin s ≤ (p − 1)/2) de Uq(sl(2)), et qui sont dans Htronc. Il y a plusieurs manie`res
e´quivalentes de caracte´riser ces e´tats (voir par exemple [33, 34] pour les conditions de
bord ouvertes); dans la limite thermodynamique, on peut les identifier par les proprie´te´s
suivantes25: ρp = ρ˜p = ρ1− = ρ˜1− = 0, et donc, d’apre`s les BAE (2.28), ρ˜p−1 = 0. La
densite´ de (p− 1)-cordes ρp−1 n’est, elle, pas ne´cessairement nulle, (ce qui jouera un roˆle
par la suite), mais comme les diffe´rentes e´quations ne sont couple´es entre elles que par
les ρ˜j , on peut supprimer le noeud p− 1 sur le diagramme, d’ou` la figure 16.
1
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O
N
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1 2 p-2 p-1
1 2 p-2
p
Fig. 16: Troncation de groupe quantique dans les BAE.
25 Cette caracte´risation a e´te´ trouve´e dans [35], bien qu’elle ait e´te´ obtenue en supposant le
spin Uq(sl(2)) nul, ce qui est inutile – voir note suivante.
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Il y a encore correspondance entre noeuds des BAE tronque´es et bonnes rep (a`
condition d’exclure les rep “triviales” de spins 0 et (p− 1)/2). Nous ne donnerons pas la
valeur du spin pour les e´tats de Bethe de Htronc, car la situation est plus complique´e que
dans le cas isotrope: ceci est duˆ au fait que le groupe quantique “nu” (celui dont on a
parle´ jusqu’a` pre´sent) et le groupe quantique “physique” (qui sera introduit au 2.2.3) sont
distincts. Bornons nous a` constater que, dans la limite thermodynamique, s/L (le spin
par unite´ de longueur) est ne´cessairement nul puisque s ≤ (p−1)/2 tandis que L→∞26.
2.2.3. BAE nues/BAE physiques: cas anisotrope
On peut e´galement obtenir des BAE physiques pour le cas anisotrope. Pour ce faire,
dessinons les diagrammes (non tronque´s) correspondant aux BAE physiques et aux BAE
nues pour γ = π/(p+ 1) (figure 17).
11
   
   


1 p-121 2 p-1 p p
Fig. 17: Passage des BAE nues aux BAE physiques dans le mode`le NJL
anisotrope. Les nume´ros sont les longueurs des cordes nues.
La situation est essentiellement la meˆme que dans le cas isotrope, a` une diffe´rence
cruciale pre`s: le diagramme auquel on a retire´ un noeud n’est pas identique au diagramme
complet; il correspond maintenant a` une nouvelle valeur ∆˜ = − cos γ˜, avec γ˜ = π/p, de
l’anisotropie.
Une fois cette diffe´rence observe´e, on conjecture que les excitations physiques sont
des doublets du “groupe quantique affine physique” Uq˜(ŝl(2)) (q˜ = −e−iγ˜), et que leur
matrice S est donne´e par S(λ) = Ŝ(λ)R(λ), ou` Ŝ est un facteur scalaire et R est donne´e
par (2.15) pour le parame`tre de de´formation q˜ (et ou` x = eγ˜λ). Un calcul analogue a` celui
qui a e´te´ fait dans le cas isotrope nous permet de calculer Ŝ(λ) (a` une phase globale pre`s):
Ŝ(λ) = exp
(
i
∫ +∞
0
dκ
sin(2κλ)
κ
sinh((p− 1)κ)
sinh(pκ) cosh(κ)
)
=
Γ
(
1 + iλ2
)
Γ
(
1
2 − iλ2
)
Γ
(
1− iλ
2
)
Γ
(
1
2
+ iλ
2
) ∞∏
n=1
Γ
(
np
2 + 1 + i
λ
2
)
Γ
(
np+1
2 − iλ2
)2
Γ
(
np
2 + i
λ
2
)
Γ
(
np
2
+ 1− iλ
2
)
Γ
(
np+1
2
+ iλ
2
)2
Γ
(
np
2
− iλ
2
) (2.30)
26 En particulier, en remplac¸ant l’hypothe`se s = 0 par l’hypothe`se plus faible s/L → 0 dans
[35], on rend le raisonnement de cet article applicable a` des e´tats de spin quelconque.
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Cette matrice S s’identifie a` la matrice S soliton-soliton de Sine–Gordon pour une con-
stante de couplage β2/8π = p/(p + 1), ce qui est un signe de l’e´quivalence des mode`les
NJL anisotrope et de Sine–Gordon. Le lien exact avec Sine–Gordon sera discute´ au 3.3.2.
Notons aussi que la nature des excitations physiques, et l’expression de leur matrice S,
que nous avons obtenu pour γ = π/(p+1), p entier, sont encore valables pour γ arbitraire,
0 < γ < π/2, soit p+ 1 = π/γ non ne´cessairement entier.
Dans la limite thermodynamique L → ∞, on voit d’apre`s l’expression de l’e´nergie,
qui ne de´pend que de la position des trous, et pas de leur spin, que le Hamiltonien com-
mute avec l’action du groupe quantique affine Uq˜(ŝl(2)): c’est cette syme´trie qui explique
la de´ge´ne´rescence supple´mentaire du spectre a` L =∞. De meˆme, dans la limite isotrope
γ → 0, on voit que la syme´trie SU(2) est e´tendue en une syme´trie Y (sl(2)) a` L =∞.
La situation reste inchange´e quand on ope`re la troncation: comme on le voit dia-
grammatiquement sur la figure 18 (et comme on peut en effet le ve´rifier explicitement
[34]), la troncation vis-a`-vis du groupe quantique nu Uq(sl(2)) ⊂ Uq(ŝl(2)) est e´quivalente
a` la troncation vis-a`-vis d’un groupe quantique physique Uq˜(sl(2)) ⊂ Uq˜(ŝl(2)). Ainsi le
Hilbert des excitations de basse e´nergie a la forme d’un espace de Fock tronque´.
  
  


1 2 p-2 1 p-22
Fig. 18: Passage des BAE nues aux BAE physiques dans le mode`le NJL anisotrope
tronque´.
Une manie`re agre´able de visualiser la troncation consiste a` conside´rer les exci-
tations physiques comme des solitons (pour une revue des solitons dans les mode`les
inte´grables, voir [36]). Pour cela, assignons a` chaque nombre quantique s (spin de
Uq˜(sl(2)), 0 ≤ 2s ≤ f ≡ p − 2), un vide27. D’apre`s la loi de composition des spins
s⊗ 1
2
= (s− 1
2
)⊕ (s+ 1
2
) (avec la restriction 0 ≤ 2s ≤ f), une particule de spin 1/2 doit
eˆtre conside´re´e comme un soliton qui connecte deux vides adjacents (figure 19).
27 Ceci veut-il dire que la the´orie que nous conside´rons admet re´ellement plusieurs vides ? En
fait, la re´ponse a` cette question de´pend des conditions de bord. Pour celles que nous avons prises
(voir plus loin), le vide correspond ne´cessairement a` la repre´sentation triviale s = 0.
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0 1/2 1 f/2...
Fig. 19: Vision intuitive des diffe´rents vides.
On part donc d’un vide a` x = −∞ qui est ne´cessairement pour nous s = 0; puis on
place des solitons qui produisent des transitions vers des vides s > 0; la troncation est
naturellement imple´mente´e par le fait qu’on ne peut aller plus loin que le vide s = f/2.
Dans le langage solitonique, un e´tat a` deux solitons est spe´cifie´ par la donne´e de
trois vides, tandis que la diffusion de deux solitons est donne´e par quatre vides: en effet,
seul le vide interme´diare peut changer entre avant et apre`s la collision. La matrice S est
donne´e dans ce langage dans par exemple [37]; retrouvons-la explicitement a` partir de
notre matrice S(λ) = Ŝ(λ)R˜(λ), ou` l’on utilise la matrice R˜ donne´e par (2.17) (gradation
homoge`ne) de Uq˜(ŝl(2)). Du fait que Sˇ(λ) ≡ PS(λ) commute avec l’action du groupe
quantique Uq˜(sl(2))
28, il peut se de´composer en projecteurs sur les diffe´rentes sous-irrep:
on trouve
Sˇ(λ) = Ŝ(λ)
(
P1 − sinh(γ˜(λ+ i))
sinh(γ˜(λ− i))P0
)
(2.31)
Il faut maintenant convertir ce re´sultat dans la base naturelle du langage solitonique:
celle des chemins sur un diagramme de Bratteli (figure 20).
Ceci revient a` de´composer la repre´sentation s⊗ 1
2
⊗ 1
2
de deux manie`res diffe´rentes: s⊗
(1⊕0) pour (2.31), (s+ 12⊕s− 12 )⊗ 12 pour les diagrammes de la figure 20. Les diagrammes
a et d sont clairement contenus dans s ⊗ 1, et donc l’e´le´ment de matrice S associe´ n’est
autre que Ŝ(λ). Par contre, les diagrammes b et c me´langent s⊗1 et s⊗0, et la matrice Sˇ
n’est plus diagonale dans la base (b,c): il peut y avoir des transitions b↔c. Le calcul des
28 mais ne commute pas avec l’action du groupe quantique affine tout entier ! En effet, Sˇ
ne fait qu’entrelacer les repre´sentations sur V1 ⊗ V2 et V2 ⊗ V1, qui sont distinctes a` cause des
parame`tres spectraux. Par contre, graˆce au changement de gradation, l’action du sous-groupe
horizontal Uq˜(sl(2)) ne de´pend pas du parame`tre spectral.
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a b
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s+1/2
s-1/2
s s
s+1/2
s
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c d
Fig. 20: Les quatre chemins associe´s a` deux excitations de spin 1/2.
coefficients 6j qui donnent le changement de base nous conduit aux formules suivantes:
S(a→ a) = S(d→ d) = Ŝ(λ)
S(b→ c) = S(c→ b) = ⌊2s+ 2⌋
1/2⌊2s⌋1/2
⌊2s+ 1⌋
sinh(γ˜λ)
sinh(γ˜(λ− i)) Ŝ(λ)
S(b→ b) = − 1⌊2s + 1⌋
sinh(γ˜(λ+ i(2s+ 1)))
sinh(γ˜(λ− i)) Ŝ(λ)
S(c→ c) = 1⌊2s+ 1⌋
sinh(γ˜(λ− i(2s+ 1)))
sinh(γ˜(λ− i)) Ŝ(λ)
(2.32)
ou` ⌊x⌋ ≡ sin(γ˜x)/ sin(γ˜). La formulation solitonique de la matrice Sˇ (2.32) est plus com-
plique´e que sa formulation usuelle (2.31), du fait qu’intervient explicitement s, le nombre
quantique qui de´crit dans quels vides se situe l’interaction.
Notons e´galement que la transition c→ b est interdite pour s = f/2 (car ⌊f+2⌋ = 0),
ce qui est une justification a posteriori de la stabilite´ du Hilbert tronque´ Htronc (cf [32]
pour une remarque similaire).
2.3. Spin plus e´leve´ et fusion
Jusqu’a` pre´sent, nous avons uniquement utilise´ la repre´sentation de spin 1/2
de SU(2) (ou sa de´formation dans le cas anisotrope). Pourquoi ne pas utiliser les
repre´sentations de spin supe´rieur ? Pour cela, il faut construire les matrices R(λ) corre-
spondantes. Ce proble`me est intimement lie´ a` la the´orie de la repre´sentation de Y (sl(2))
(ou Uq(ŝl(2))), et en fournit une bonne illustration. Pour simplifier la discussion, nous
nous replac¸ons tout d’abord dans le cas isotrope.
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2.3.1. La proce´dure de fusion
Nous avons vu que les matrices R(λ) sont simplement les matrices dans une
repre´sentation donne´e de la matrice R universelle de Y (sl(2)). Mais ceci ne nous four-
nit pas de manie`re explicite de calculer R(λ). Le plus simple, pour y parvenir, est
d’utiliser la proce´dure de fusion. Pour le restant de cette section, nous rede´finirons la
matrice R: R(λ) = λ − iP, supprimant le de´nominateur λ − i qui est un simple facteur
scalaire. Evidemment, cette rede´finition brise l’unitarite´: on a la condition plus faible
R12(λ)R21(−λ) = ρ(λ)1.
La fusion est imple´mente´e par l’e´quation de quasi-triangularite´: pour 3 rep V1, V2,
V3 de parame`tres spectraux λ1, λ2, λ3, on a, d’apre`s (2.2):
R1(23)(λ1|λ2, λ3) = R13(λ1 − λ3)R12(λ1 − λ2) (2.33)
ou` R1(23) est la matrice R entre V1 et V2 ⊗ V329. Ainsi, la quasi-triangularite´ permet de
construire la matrice R dans des repre´sentations produit tensoriel a` partir de celles des
composantes du produit tensoriel. La matrice de monodromie inhomoge`ne Ta introduite
au 1.1, en particulier, n’est autre que la matrice R entre l’espace auxiliaire Va et l’espace
de Hilbert entier H.
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Fig. 21: Repre´sentation image´e de la quasi-triangularite´, ou du bootstrap.
Le lecteur avise´ aura reconnu en (2.33) une version alge´brise´e de la proce´dure de
bootstrap (figure 21) pour les matrices S. Evidemment, il n’y a plus de poˆles, car on a sup-
prime´ tous les facteurs scalaires dans les matrices R: les “e´tats lie´s” potentiels seront donc
de´termine´s par la condition que la matrice R laisse stable un sous-espace propre de V2⊗V3.
L’ide´e est de`s lors que, toute repre´sentation de Y (sl(2)) pouvant eˆtre extraite du produit
tensoriel des rep d’e´valuation de spin 1/2, on obtiendra la matrice R dans toutes les rep.
29 Du fait de l’inhomoge´ne´ite´ de la condition de quasi-triangularite´ par rapport a` R, la normal-
isation de R importe; si l’on multiplie R par un facteur scalaire, alors (2.33) doit eˆtre modifie´e
de la meˆme fac¸on que l’e´quation d’unitarite´.
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Nous avons vu au 2.1.4 que, pour des valeurs ge´ne´riques des parame`tres spectraux,
le produit tensoriel de deux rep d’e´valuation est irre´ductible. Par contre, si les racines
des deux polynoˆmes associe´s forment une nouvelle corde, on a re´ductibilite´. Ici, le cas se
pre´sente pour λ2 − λ3 = ±i. Et en effet, l’e´quation de Yang–Baxter
R1(23)(λ1|λ2, λ3)R32(λ3 − λ2) = R32(λ3 − λ2)R12(λ1 − λ2)R13(λ1 − λ3) (2.34)
pour λ3−λ2 = −i (resp. λ3−λ2 = +i) prouve, puisque R32 vaut alors le projecteur P1 sur
la sous-rep de spin 1 (resp. P0, de spin 0), que R1(23) laisse stable cette sous-rep. Posons
donc λ2 = λ± i/2, λ3 = λ∓ i/2, et projetons R1(23) sur la sous-rep stable: on obtient la
matrice R entre la rep de spin 1/2 et de parame`tre spectral λ1 et la rep de spin 1 ou 0 et
de parame`tre spectral λ. Explicitement, pour la rep de spin 1 (le cas le plus inte´ressant,
puisque la rep de spin 0 est triviale), (2.34) implique la de´composition en blocs suivante:
R1(23)(λ1|λ+ i/2, λ− i/2) = R13(λ1 − λ+ i/2)R12(λ1 − λ− i/2) =
(
R1{23}(λ1 − λ) ⋆
0 1
)
R12(λ1 − λ− i/2)R13(λ1 − λ+ i/2) =
(
R1{23}(λ1 − λ) 0
⋆ 1
)
(2.35)
ou` les deux blocs correspondent aux deux sous-rep de spin 1 et 0 dans V2⊗V3; R1{23}(λ)
est donc la matrice R recherche´e entre les rep de spin 1/2 et 1. Apre`s avoir remis les
facteurs scalaires, et change´ de notation: R1{23} ≡ R 1
2 ,1
(on met en indice le spin des
repre´sentations), on obtient:
R 1
2 ,1
(λ) =
λ− i/2− 2~s 1
2
·~s1
λ− 3i/2
ou` ~s 1
2
et ~s1 sont les ge´ne´rateurs de sl(2) dans les rep de spin 1/2 et 1.
On peut recommencer la proce´dure de fusion pour obtenir les matrices R pour des
spins plus e´leve´s. En particulier, d’apre`s les re´sultats du 2.1.4, on sait que la matrice
R 1
2 ,s
peut eˆtre extraite de la matrice R agissant sur V ⊗ V ⊗2s:
R1 2s+1(λ+ i(s− 1/2))R13(λ+ i(s− 3/2)) . . .R12(λ− i(s− 1/2)) (2.36)
De plus, la sous-repre´sentation de V ⊗2s de spin 2s joue un roˆle spe´cial: c’est la sous-
repre´sentation de plus haut poids (i.e. elle contient le vecteur de plus haut poids de
V ⊗2s). Ceci nous permettra d’utiliser la construction (2.36) pour ge´ne´raliser les BAE a`
des spins supe´rieurs.
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Appliquons donc la proce´dure de fusion a` la matrice de monodromie. On voit qu’il
y a deux possibilite´s: on peut augmenter soit le spin de l’espace auxiliaire Va, soit celui
des espaces physiques Vi.
⋆ Si l’on fusionne l’espace auxiliaire de la matrice de monodromie: on obtient alors
une nouvelle matrice de monodromie Ta(λ). On peut encore e´crire des relations RTT
du type de (1.6) pour deux matrices Ta et Tb dont les espaces auxiliaires sont de spins
quelconques; les matrices de transfert associe´es commutent donc entre elles. Ainsi, nous
avons apparemment aggrandi l’ensemble des quantite´s qui commutent entre elles (et par
exemple avec le Hamiltonien de la chaˆıne XXX); en fait, les nouvelles quantite´s conserve´es
obtenues par fusion ne sont pas inde´pendantes des pre´ce´dentes. Par exemple, en utilisant
une de´composition du type (2.35), on a l’e´quation
T 1
2
(λ+ i/2)T 1
2
(λ− i/2) = T1(λ) +T0(λ) (2.37)
ou` l’indice correspond au spin de l’espace auxiliaire; en particulier, T0(λ) est une fonction
scalaire calculable. Comme tous ces ope´rateurs commutent, (2.37) est une e´quation pour
leurs valeurs propres: c’est un cas particulier des e´quations de fusion satisfaites par les
matrices de transfert, que nous e´tudierons a` la section 3.2.
De plus, puisque les nouvelles matrices de transfert fusionne´es commutent avec la
matrice de transfert non-fusionne´e, la proce´dure de diagonalisation (1.1.4) n’est pas mod-
ifie´e; seules les valeurs propres correspondantes sont diffe´rentes.
Remarquons qu’il existe une autre manie`re d’utiliser la fusion dans l’espace auxili-
aire: bien que nous ne nous en servions pas par la suite, cette remarque est inte´ressante
car elle donne une interpre´tation intuitive de l’hypothe`se de corde. Conside´rons donc les
ope´rateurs B(λ) utilise´s dans la diagonalisation de la matrice de transfert: on peut eux
aussi les fusionner. Il suffit de fusionner la matrice de monodromie correspondante, puis
de prendre l’e´le´ment de matrice entre le vecteur de plus bas poids et le vecteur de plus
haut poids du produit tensoriel des espaces auxiliaires.
Ainsi, l’ope´rateur B(λ1) . . .B(λm) peut eˆtre conside´re´ comme un seul ope´rateur
B(λ1, . . . , λm) ! La matrice de monodromie correspondante a pour espace auxiliaire
V1 ⊗ · · · ⊗ Vm. Ceci n’a pas d’inte´reˆt tel quel. On peut faire mieux: supposons que
les λα ve´rifient l’hypothe`se de corde et fusionnons ensemble les diffe´rents λα appartenant
a` une meˆme corde (figure 22).
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Fig. 22: Fusion dans l’espace auxiliaire. Les fle`ches entoure´es d’un cercle sont les
e´tats de plus haut/bas poids.
Pour une corde de longueur j, on obtient pre´cise´ment30 la repre´sentation re´ductible
du Yangien de sorte que le sous-espace irre´ductible du vecteur de plus haut poids (et de
celui de plus bas poids) soit la rep de spin j/2 et de parame`tre spectral le centre de la
corde. La matrice R laisse stable ce sous-espace, et on peut donc remplacer les ope´rateurs
B(λα1)B(λα2) . . .B(λαj ), ou` les λαk sont les diffe´rents membres d’une j-corde, par un
seul ope´rateur B(λj;α) ou` B est un e´le´ment de matrice de la matrice de monodromie dont
l’espace auxiliaire est de spin j/2 et de parame`tre spectral le centre de la corde λj;α. Ceci
nous donne une correspondance simple entre les diffe´rentes cordes, et donc les diffe´rents
noeuds du diagramme 12, avec les repre´sentations irre´ductibles (non triviales) de SU(2):
on retrouvera cette correspondance lorsqu’il sera question d’e´quations de fusion.
⋆ Si l’on fusionne les espaces physiques: la nouvelle matrice de transfert agit sur un
espace de Hilbert constitue´ de spins dans des repre´sentations plus e´leve´es de SU(2). Toute
repre´sentation de spin s pouvant eˆtre conside´re´e, graˆce a` la proce´dure de fusion (figure 23),
comme sous-repre´sentation de plus haut poids (parmi les diffe´rentes sous-repre´sentations)
du produit de 2s spins 1/2, il est inutile de recommencer la proce´dure de diagonalisation.
On obtient imme´diatement les nouvelles Equations d’Ansatz de Bethe:
m∏
β=1
β 6=α
λα − λβ + i
λα − λβ − i =
M∏
k=1
λα − θk + is
λα − θk − is (2.38)
L’e´quation (2.38) est obtenue a` partie de l’e´quation non-fusionne´e (1.30a) en appliquant
(2.36) (ce sont les θk que l’on fusionne).
30 A condition de placer les racines dans l’ordre approprie´. Les placer dans un autre ordre ne
changerait e´videmment rien, mais la situation serait plus confuse car on serait amene´ a` conside´rer
une partie inde´composable de la repre´sentation du Yangien.
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Fig. 23: Fusion dans l’espace physique.
2.3.2. Chaˆıne de spins XXX et mode`le NJL fusionne´s
On cherche maintenant a` ge´ne´raliser la chaˆıne de spins XXX (ou le mode`le NJL) aux
repre´sentations de spin supe´rieur: on suppose que tous les spins (ou toutes les particules
nues) sont dans la meˆme repre´sentation de spin s. Il faut alors combiner la fusion dans
l’espace auxiliaire et dans l’espace physique, de sorte que l’on ait encore Va = Vk: en effet,
pour de´finir le Hamiltonien (ou pour relier la matrice de monodromie au de´phasage d’une
particule nue), on utilise le fait que R(λ = 0) = P, ce qui n’a de sens que pour Va = Vk.
A nouveau, la chaˆıne XXX correspond au choix d’inhomoge´ne´ite´s θk = 0. On peut alors
de´velopper au voisinage de λ = 0 T(λ), qui est une fonction ge´ne´ratrice de Hamiltoniens
locaux. Ainsi, au premier ordre, on obtient un Hamiltonien de plus proches voisins, le
Hamiltonien de la chaˆıne de spins s XXX; mais il est essentiel de noter que l’on n’obtient
ainsi qu’un certain Hamiltonien de plus proches voisins invariant SU(2): d’autres sont
possibles, qui ne sont pas inte´grables, et qui peuvent avoir des proprie´te´s physiques tre`s
diffe´rentes. Par exemple, tout Hamiltonien de plus proches voisins invariant SU(2) d’une
chaˆıne de spins s = 1 est une combinaison line´aire de deux termes inde´pendants31:
H =
M∑
i=1
[
α~sk ·~sk+1 + β (~sk ·~sk+1)2
]
Pour des valeurs ge´ne´riques des deux constantes de couplage α et β, le mode`le a un gap,
et seulement pour α = −β obtient-on la chaˆıne inte´grable (qui, comme on va le voir, n’a
pas de gap pour α < 0).
De la meˆme manie`re, on peut conside´rer des mode`les NJL fusionne´s. Notons que
ceci n’a pas e´te´ fait explicitement pour toutes les valeurs de s (en effet, nous verrons au
31 De manie`re ge´ne´rale, des arguments e´le´mentaires de the´orie des groupes montrent qu’il y
a 2s termes inde´pendants dans un Hamiltonien de plus proches voisins de spin s.
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chapitre 4 qu’il existe une autre manie`re d’arriver naturellement aux BAE fusionne´es);
le cas s = 1 (mode`le fermionique invariant O(3)), par exemple, a e´te´ conside´re´ dans [38].
Par extrapolation du cas non-fusionne´, il est clair que l’on doit conside´rer la matrice
de transfert inhomoge`ne avec des inhomoge´ne´ite´s θk = ±1/c correspondant aux deux
chiralite´s de fermions, c e´tant envoye´ a` 0 dans la limite d’e´chelle.
Pour e´viter les confusions entre le spin des e´tats de Bethe et le spin des constituants
de la chaˆıne de spin (ou des particules nues), nous noterons ce dernier: s ≡ f/2, ou` f est
un entier. Re´capitulons alors les e´quations d’Ansatz de Bethe que nous obtenons pour
les mode`les fusionne´s:
m∏
β=1
β 6=α
λα − λβ + i
λα − λβ − i =
M∏
k=1
λα − θk + if/2
λα − θk − if/2 (2.39a)
e−ipkL =
m∏
α=1
θk − λα + if/2
θk − λα − if/2 (2.39b)
La seconde e´quation a e´te´ obtenue en appliquant la proce´dure de fusion dans l’espace
auxiliaire (en plus de la fusion des θk); remarquons qu’on utilise ici le fait que D(λ =
θk)|Ψ〉 = 0, ce qui implique que la trace dans l’espace auxiliaire ne se fait que dans la
sous-rep de plus haut poids.
On peut maintenant appliquer l’hypothe`se de corde aux e´quations (2.39), et prendre
la limite thermodynamique L→∞; on obtient la forme finale des BAE
Cjk ⋆ ρ˜k + ρj = δjfσ ⋆ s(λ) (2.40)
que l’on peut repre´senter graphiquement, avec les meˆmes conventions de dessin qu’au
1.2.3, par la figure 24.
Fig. 24: Le syste`me de BAE de la chaˆıne de spins s inte´grable (ici, s = 3/2).
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On remarque la confirmation de la correspondance noeuds/repre´sentations: pour
une chaˆıne de spins s, le second membre agit sur le noeud f = 2s.
L’e´nergie/impulsion s’e´crit
E/L = Eg.s./L+
∫
dλ ρ˜f (λ)ǫ˜(λ)
P/L =
∫
dλ ρ˜f (λ)p˜(λ)
(2.41)
ou` les fonctions ǫ˜ et p˜ sont encore donne´es par (1.34), c’est-a`-dire que l’e´nergie est min-
imise´e quand il n’y a pas de trous de f -cordes: le vide de la the´orie est un e´tat constitue´
d’une densite´ continue (et sans trous) de f -cordes. Les excitations physiques sont alors
cre´e´es en inse´rant des trous dans la mer de f -cordes. Le spin est maintenant donne´ par
2s = m˜f −
∑
j>f
(j − f)mj (2.42)
donc les excitations physiques sont encore de spin 1/2. Cependant, on remarque que les
j-cordes, pour j < f , n’influent plus sur le spin. Elles doivent avoir un autre roˆle, qui sera
e´lucide´ au prochain paragraphe. En particulier, nous pourrons alors donner la matrice S
des excitations physiques.
2.3.3. BAE nues/BAE physiques: spin supe´rieur
Commenc¸ons par dessiner le diagramme des BAE physiques pour le mode`le NJL
fusionne´: on se convainc facilement qu’il a l’aspect du diagramme de droite de la figure 25.
  
  
  



2 31 2 31
Fig. 25: BAE nues et BAE physiques du mode`le NJL fusionne´.
Navement, ce diagramme sugge`re qu’il y a maintenant deux syme´tries qui classifient
les excitations physiques:
⋄ La syme´trie SU(2) habituelle, qui, dans la vision “physique” des BAE, est lie´e aux
noeuds j > f (ce qui est en accord avec l’expression du spin (2.42)). Cette syme´trie
s’e´tend en une syme´trie Y (sl(2)).
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⋄ Une nouvelle syme´trie Uq(sl(2)), avec q = −e−iπ/(f+2), qui est lie´e aux noeuds j < f .
Cette nouvelle syme´trie apparaˆıt de la manie`re suivante: on conside`re d’abord un es-
pace de Fock complet avec une syme´trie Uq(ŝl(2)), tel que les particules e´le´mentaires
en soient des doublets (en plus de leur structure de doublet de Y (sl(2))). Puis on
tronque l’espace de Fock vis-a`-vis de la sous-alge`bre horizontale Uq(sl(2)).
Partons alors d’un mode`le massif relativiste dans lequel les particules e´le´mentaires
sont des doublets de SU(2) et de Uq(sl(2)), et dont la matrice S est donne´e par
S(λ) = Ŝ(λ)R(λ)⊗R′(λ) (2.43)
ou` R(λ) est la matrice R rationnelle (1.20), et R′(λ) est la matrice R trigonome´trique
(2.21) (γ = π/(f + 2)). On conside`re pour l’instant le mode`le non tronque´ (on pourrait
aussi partir directement de la matrice S solitonique, comme cela est fait dans [39], mais
celle-ci est plus lourde a` manipuler).
La proce´dure habituelle de de´phasage d’une particule physique quand elle fait le
tour de l’espace compactifie´ nous conduit a` diagonaliser deux matrices de transfert qui
correspondent aux deux nombres quantiques. Leur diagonalisation par l’Ansatz de Bethe
alge´brique ne´cessite deux jeux de parame`tres spectraux {λα} et {µα} qui ve´rifient les
e´quations d’Ansatz de Bethe suivantes:
1 =
m∏
β=1
β 6=α
λα − λβ − i
λα − λβ + i
Mph∏
k=1
λα − θk + i/2
λα − θk − i/2 (2.44a)
1 =
m′∏
β=1
β 6=α
sinh(γ(µα − µβ − i))
sinh(γ(µα − µβ + i))
Mph∏
k=1
sinh(γ(µα − θk + i/2))
sinh(γ(µα − θk − i/2)) (2.44b)
e−ipkL =
Mph∏
l=1
l6=k
Ŝ(θk − θl)
m∏
α=1
θk − λα + i/2
θk − λα − i/2
m′∏
α=1
sinh(γ(θk − µα + i/2))
sinh(γ(θk − µα − i/2)) (2.44c)
On prend ensuite la limite thermodynamique L→∞ et on applique l’hypothe`se de corde
aux λα et aux µα: les ρ
ph
j et ρ˜
ph
j sont les densite´s associe´es aux j-cordes de λα (j ≥ 1),
les ρph
′
j et ρ˜
ph′
j sont associe´es aux j-cordes de µα (1 ≤ j ≤ f + 1 ou j = 1−), et σph est
la densite´ des rapidite´s des particules physiques. Les BAE sont:
Cjk ⋆ ρ˜
ph
k + ρ
ph
j = δj1s ⋆ σ
ph j ≥ 1 (2.45a)
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Cjk ⋆ ρ˜
ph′
k + ρ
ph′
j − δj p−2s ⋆ ρph
′
1− = δj1s ⋆ σ
ph 1 ≤ j ≤ f + 1(2.45b)
ρ˜ph
′
1− − s ⋆ ρ˜ph
′
p−2 + ρ
ph′
1− = 0 (2.45b
′)
σph(λ) + σ˜ph(λ)− m
2
cosh(πλ) +
∑
j≥1
Kj ⋆ ρ
ph
j +
f+1∑
j=1
K ′j ⋆ ρ
ph′
j
+K ′1− ⋆ ρ
ph′
1−
+
(
1
2πi
d
dλ
log Ŝ
)
⋆ σph = 0 (2.45c)
ou` on a utilise´ les fonctions
Kj(λ) =
1
2π
j
λ2 + j2/4
Kj(κ) = e
−j|κ|
K ′j(λ) =
1
2π
γ sin(jγ)
sinh(γ(λ− ij/2)) sinh(γ(λ+ ij/2)) K
′
j(κ) =
sinh((f + 2− j)κ)
sinh((f + 2)κ)
K ′1−(λ) =
1
2π
γ sin(γ)
cosh(γ(λ− i/2)) cosh(γ(λ+ i/2)) = −K
′
p−1(λ)
On voit que les e´quations (2.45a) et (2.45b) vont reproduire (apre`s la troncation) les BAE
(2.40) pour j < f et j > f , avec les identifications ρphj = ρj+f , ρ˜
ph
j = ρ˜j+f (j ≥ 1), et
ρph
′
j = ρf−j, ρ˜
ph′
j = ρ˜f−j (1 ≤ j ≤ f + 1), ρph
′
1−
= ρ1− , ρ˜
ph′
1−
= ρ˜1− . Ce faisant, nous
avons introduit trois noeuds en exce´dent: j = −1, j = 0 et j = 1−, que la troncation
doit supprimer. Cependant, avant de pouvoir ope´rer la troncation, il faut transformer
(2.45c), car ρ0 = ρ
ph′
f y apparaˆıt explicitement, et ρ0 6= 0 apre`s la troncation, bien qu’il
soit “invisible” dans le diagramme des BAE tronque´es32. Conside´rons donc la matrice
de Cartan C agissant sur les indices {−1, 0, 1, . . .} (et non sur seulement {1, 2, . . .}) et
identifions les noyaux dans (2.45c):(
1− 1
2πi
d
dλ
log Ŝ
)
⋆ σph + σ˜ph +
∑
j≥1
(C−1ff )
−1 ⋆ C−1f j+f ⋆ ρ
ph
j
+
f+1∑
j=1
(C−1ff )
−1 ⋆ C−1f f−j ⋆ ρ
ph′
j − (C−1ff )−1 ⋆ C−1f0 ⋆ ρph
′
1−
=
m
2
cosh(πλ)
(2.46)
On voit qu’en multipliant (2.46) par C−1ff , puis en recombinant (2.46), (2.45a) et (2.45b),
et finalement en tronquant, on obtient les e´quations (2.40) avec les identifications
32 Si l’on oublie ce point, on aboutit a` une formule incorrecte pour Ŝ(λ), comme cela est
explique´ dans [39].
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supple´mentaires: σph = ρ˜f , σ˜
ph = ρf et δ(λ)− 12πi ddλ log Ŝ = (C−1ff )−1. On en de´duit
Ŝ(λ) = exp
[
−2i
∫ +∞
0
dκ
sin(2κλ)
κ
(
1
2 coshκ
sinhκ
sinh((f + 2)κ)
e(f+2)|κ| − 1
)]
= exp
[
i
∫ +∞
0
dκ
sin(2κλ)
κ
1
coshκ
(
e−|κ| +
sinh((f + 1)κ)
sinh((f + 2)κ)
)] (2.47)
On observe (seconde ligne de (2.47)) une factorisation “miraculeuse” (jusque dans les fac-
teurs scalaires) de la matrice S de notre mode`le fusionne´ en la matrice S de Gross–Neveu
isotrope et celle de Gross–Neveu anisotrope a` γ˜ = π/(f + 2). Nous reviendrons sur ce
phe´nome`ne dans la section 2.5.
Ecrivons donc, apre`s troncation, la matrice S dans le langage solitonique:
S(λ) =
Γ
(
1 + iλ
2
)
Γ
(
1
2
− iλ
2
)
Γ
(
1− iλ2
)
Γ
(
1
2 + i
λ
2
) λ− iP
λ− i ⊗ Ssoli(λ) (2.48)
ou` le premier facteur agit sur le nombre quantique SU(2), et la seconde partie est la
matrice S solitonique donne´e par (2.32).
Notons enfin que Ŝ(λ) n’a de sens physique que pour f ≥ 2. En effet, pour f = 1,
le spin Uq(sl(2)) est 0 ou 1/2, donc entie`rement de´termine´ par la parite´ du nombre
de particules. En particulier, deux particules diffusent ne´cessairement avec un spin
Uq(sl(2)) nul; on ve´rifie que les facteurs
sinh(pi3 (λ+i))
sinh(pi3 (λ−i))
dans (2.48) se compensent (soit
encore Ssoli(b→ b) = 1 pour f = 1, s = 0) de sorte que (2.48) reproduit alors la matrice
S de Gross–Neveu isotrope (Eq. (1.35)), comme il se doit.
Nous avons donc trouve´ que les BAE physiques tronque´es sont e´quivalentes aux BAE
nues. Doit-on en conclure que le Hilbert du mode`le NJL fusionne´ est exactement isomor-
phe a` l’espace de Fock tronque´ dont on a donne´ la construction au 2.2.3 ? Pour re´pondre
a` cette question, conside´rons plutoˆt la chaˆıne XXX, qui correpond au cas de figure le plus
simple (la matrice de transfert est homoge`ne), et supposons que le nombre de sites M
est fixe´ et pair.
On peut alors calculer la dimension D de l’espace des e´tats a` m˜f trous (m˜f pair),
soit par des simultations nume´riques, soit par un calcul analytique mais en supposant
l’hypothe`se de corde valide (meˆme si ce n’est pas le cas): tenant compte de la dimension
du multiplet SU(2) associe´ aux e´tats de Bethe, on obtient le re´sultat exact (par un calcul
classique): D = 2m˜f (Am˜f )00, ou` (A
m˜f )00 est par de´finition la multiplicite´ de la rep triviale
dans le produit tensoriel tronque´ de m˜f rep de spin 1/2. Ce re´sultat s’interpre`te tre`s
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simplement: le facteur 2m˜f est lie´ a` la structure doublet SU(2), tandis que le facteur
(Am˜f )00 sugge`re que l’on n’obtient que les e´tats qui sont dans la repre´sentation triviale
de Uq(sl(2)). Ceci se ve´rifie explicitement graˆce a` la correspondance BAE nues/BAE
physiques: en effet, on ve´rifie que les e´tats solutions des BAE nues, retraduits dans le
langage des BAE physiques, sont les e´tats de spin Uq(sl(2)) nul, a` condition de rajouter
les f -cordes physiques “cache´es”.
On se trouve donc dans la situation suivante: bien que l’espace physique soit invari-
ant par Uq(sl(2)), cette syme´trie est tout de meˆme ne´cessaire pour expliquer le facteur
(Am˜f )00 dans D: on parle alors de syme´trie cache´e.
Y a-t-il un moyen de re´cupe´rer les repre´sentations non-triviales de Uq(sl(2)) ? Comme
premier pas, supposons que l’on ait fixe´ au contraire le nombre de sites M a` une valeur
impaire. On peut refaire le calcul de la dimension de l’espace des e´tats a` m˜f trous, et on
obtient33: D = 2m˜f (Am˜f )
f
2
0 , ou` cette fois (A
m˜f )
f
2
0 est la multiplicite´ de la rep de spin f/2
dans le produit tensoriel tronque´ de m˜f rep de spin 1/2. Comme on le ve´rifie explicite-
ment, on atteint ainsi l’e´quivalent des e´tats de plus haut poids de Uq(sl(2)) dans la rep
de spin f/2. L’interpre´tation en termes de “syme´trie cache´e” est la suivante: on prend
l’espace de Fock tronque´ totalHtronc, on le tensorise par la rep de spin f/2 de Uq(sl(2)) et
on prend le sous-espace invariant: (Htronc⊗V f/2)inv. Celui-ci est pre´cise´ment isomorphe
a` l’espace des e´tats de la chaˆıne XXX fusionne´e avec un nombre impair de sites.
Il ne reste plus qu’a` obtenir les rep de spin s, ou` 0 < s < f/2. Ceci est possible a`
condition de recourir a` un artifice: conside´rons une chaˆıne de spins modifie´e qui contient
M sites de spin f/2 (M pair) et 1 site de spin s. Les cas e´tudie´s pre´ce´demment sont
les cas limites s = 0 et s = f/2. Le spin supple´mentaire doit eˆtre conside´re´ comme une
condition de bord spe´ciale de la chaˆıne de spins (figure 26).
On associe a` cette chaˆıne le Hamiltonien inte´grable obtenu comme la de´rive´e loga-
rithmique de la matrice de transfert homoge`ne, c’est-a`-dire le Hamiltonien usuel plus un
terme de bord.
Dans la limite thermodynamique, les excitations physiques sont encore des trous dans
la mer de f -cordes, et on peut une fois de plus calculer la dimension de l’espace des e´tats
33 Je n’ai pas tente´ de de´montrer ce re´sultat, mais je l’ai ve´rifie´ nume´riquement dans de tre`s
nombreux cas. J’ai en particulier ve´rifie´, comme test non-trivial de ces simulations nume´riques,
qu’en sommant sur les rapidite´s possibles, puis sur m˜f , on obtient exactement la dimension du
Hilbert complet.
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Fig. 26: L’ajout du spin smodifie les conditions de bord dans la vision solitonique.
a` m˜f trous: on obtient, comme pre´vu
34: D = 2m˜f (Am˜f )s0. Ainsi, la bonne interpre´tation
de l’espace des e´tats est: (Htronc ⊗ V s)inv, ou` V s est la rep de spin s de Uq(sl(2)).
Re´sumons la construction qui vient d’eˆtre faite: nommons Hs le Hilbert “limite”
quand M → ∞ de la chaˆıne de spins fusionne´e avec un spin s supple´mentaire. Alors le
Hilbert complet s’e´crit:
Htronc =
f/2⊕
s=0
Hs ⊗ V s (2.49)
Dans le langage de [38], on peut dire que la resommation (2.49) du Hilbert permet de
“refractionniser” le nombre quantique solitonique.
La construction que nous avons faite peut paraˆıtre un peu artificielle, mais nous
verrons plusieurs situations physiques dans lesquelles elle apparaˆıt naturellement: pour
les mode`les fermioniques invariants U(Nf) (couleur × saveur) dans lesquels il y a fusion
dynamique des spins (le spin supple´mentaire constitue alors les fermions restants qui
n’ont que partiellement fusionne´), et surtout pour le mode`le de Kondo dans le re´gime
sure´crante´ (le spin supple´mentaire s’identifie a` l’impurete´). Nous reviendrons donc en
de´tail sur l’interpre´tation de cette construction.
Terminons par un exemple concret qui montre comment la correspondance BAE
nues/BAE physiques fonctionne: classifions les e´tats a` deux trous (de f -cordes) dans la
chaˆıne de spins f/2 (f ≥ 2). Supposons d’abord qu’il y a M spins f/2 (et pas de spin
supple´mentaire); on trouve alors deux e´tats a` deux trous:
34 A nouveau, il ne s’agit que d’une conjecture (probablement facile a` de´montrer) base´e sur
des simulations nume´riques.
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• L’e´tat constitue´ de deux trous λ1, λ2, et d’une (f − 1)-corde de centre (λ1 + λ2)/2.
Dans la vision des BAE physiques, la (f − 1)-corde est une 1-corde pour la partie
Uq(sl(2)) de la matrice de transfert; chaque racine faisant diminuer de 1 le spin, et
chaque trou correspondant a` un spin 1/2, le spin Uq(sl(2)) vaut donc s = 0. Par
contre, le spin sl(2) vaut s = 1.
• L’e´tat constitue´ de deux trous λ1, λ2, d’une (f − 1)-corde et d’une (f + 1)-corde
toutes deux de centres (λ1 + λ2)/2. Dans la vision des BAE physiques, la (f + 1)-
corde est une 1-corde pour la partie sl(2) de la matrice de transfert; donc le spin
sl(2), aussi bien que le spin Uq(sl(2)), est nul.
Si l’on suppose que l’on a rajoute´ dans la chaˆıne un spin 1, on trouve de meˆme deux
e´tats:
• L’e´tat constitue´ de deux trous, dont les spins sl(2) et Uq(sl(2)) valent tous deux 1.
• L’e´tat constitue´ de deux trous et d’une (f + 1)-corde, de spin sl(2) nul et de spin
Uq(sl(2)) e´gal a` 1.
2.3.4. Fusion mixte
Nous avons jusqu’a` pre´sent conside´re´ le cas le plus simple ou` toutes les particules
nues (ou tous les spins) appartiennent a` la meˆme repre´sentation. Rien ne nous empeˆche
de conside´rer des matrices de transfert mixtes, comprenant diffe´rentes repre´sentations.
Du point de vue de la chaˆıne de spins, le seul proble`me consiste a` de´finir un Hamil-
tonien raisonnable physiquement. Ainsi, dans [40] est introduite une chaˆıne de spins
alterne´s 1/2 et 1, mais le Hamiltonien contient des couplages entre seconds plus proches
voisins. De manie`re ge´ne´rale, si l’on conside`re un mode`le NJL fusionne´ avec des par-
ticules nues dans les repre´sentations f1/2, f2/2, . . . , fk/2, de sorte que l’e´nergie d’une
j-corde (j = f1, . . . fk) soit ne´gative, alors on aboutit par un raisonnement identique a` ce
qui a e´te´ fait pre´ce´demment au diagramme de BAE physiques donne´ par la figure 27.
  
  
  



  
  
  



   
   
   



f f f1 2 k
Fig. 27: BAE physiques d’un mode`le NJL mixte.
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On a alors k types diffe´rents d’excitations physiques; la j e`me particule est obtenue en
cre´ant un trou de fj-corde, et posse`de deux nombres quantiques: Uqj (sl(2)) et Uqj+1(sl(2))
(qj = −e−iπ/(fj−fj−1+2) pour 1 ≤ j ≤ k, f0 ≡ 0, fk+1 ≡ ∞). On ve´rifie que cette vision
est compatible avec les re´sultats trouve´s dans [40,41] pour les chaˆınes de spins mixtes
(dans le langage de [41], le nombre quantique de groupe quantique constitue le comporte-
ment “parafermionique” des excitations physiques).
Nous aurons nous-meˆmes a` conside´rer de tels mode`les mixtes, par exemple pour le
mode`le de Wess–Zumino–Witten (chapitre 4). D’autres exemples de mode`les relativistes
avec fusion mixte ont e´te´ re´cemment e´tudie´s (voir par exemple [42,43]).
2.3.5. Fusion et anisotropie
La proce´dure de fusion s’applique e´galement au cas anisotrope; elle permet de la
meˆme manie`re de de´placer le second membre des BAE vers le noeud de son choix. Nous
aurons l’occasion d’e´tudier un exemple concret de ce cas de figure a` propos du re´gime
sure´crante´ de Kondo (section 4).
2.4. Rang plus e´leve´
Une dernie`re ge´ne´ralisation consiste a` remplacer l’alge`bre sl(2), de rang 1, par une
alge`bre de rang plus e´leve´. On peut de´finir des matrices R(λ) pour toute alge`bre de Lie g
simple35 et pour des repre´sentations approprie´es V de g, et de la` la matrice de transfert
inhomoge`ne, la chaˆıne de spins XXX et le mode`le NJL g-syme´triques.
Nous ne parlerons ici que du cas g = sl(N), ou` toute irrep de g s’e´tend en une
repre´sentation d’e´valuation de Y (g) [44].
2.4.1. Mode`les invariants SU(N)
Pour la repre´sentation fondamentale V = CN de plus basse dimension de sl(N), la
matrice R de V ⊗ V vaut alors:
R(λ) =
λ− iP
λ− i = P +
λ+ i
λ− iP (2.50)
soit la meˆme expression que dans le cas SU(2).
35 Comme nous l’avons vu dans la section pre´ce´dente, ces matrices R(λ) sont plus pre´cise´ment
associe´es aux Yangiens Y (g) base´s sur g.
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On de´finit la matrice de monodromie inhomoge`ne de la manie`re habituelle (eq.
(1.21)). En prenant des inhomoge´ne´ite´s nulles, et en de´veloppant par rapport au
parame`tre spectral, on obtient le Hamiltonien HXXX SU(N):
HXXX = −iT(λ)−1 d
dλ
T(λ)|λ=0 = cst +
M∑
k=1
~sk ·~sk+1 (2.51)
ou` les sAk (A = 1, . . . , N
2 − 1) sont les ge´ne´rateurs de sl(N). En prenant des inho-
moge´ne´ite´s θk = ±1/c, on obtient le mode`le NJL SU(N).
La diagonalisation de la matrice de transfert se fait graˆce a` l’Ansatz de Bethe emboˆıte´
[45]. Nous ne de´crirons pas ici cette proce´dure qui ge´ne´ralise l’Ansatz de Bethe usuel. La
diagonalisation se fait par e´tapes successives, chaque e´tape faisant diminuer le rang de
l’alge`bre de 1 et faisant apparaˆıtre un nouveau jeu de parame`tres spectraux. La structure
des Equations d’Ansatz de Bethe qui en re´sulte reproduit le diagramme de Dynkin de
l’alge`bre correspondante (ici, AN−1):
mr∏
β=1
β 6=α
λrα − λrβ + i
λrα − λrβ − i
N−1∏
t=1
t=r±1
mt∏
β=1
λrα − λtβ − i/2
λrα − λtβ + i/2
=
M∏
k=1
(
λ1α − θk + i/2
λ1α − θk − i/2
)
(2.52)
ou` mr est le nombre de racines λ
r
α au rang r, 1 ≤ r ≤ N − 1. Les λrα ont de´ja` e´te´ de´cale´s
dans (2.52).
Les proprie´te´s e´nonce´es pour le cas SU(2) s’e´tendent au cas SU(N); en particulier,
les e´tats de Bethe sont de plus haut poids, et ces derniers valent:
R = R0 −
N−1∑
r=1
mrαr
ou` αr est la re`me racine simple de sl(N), et R0 est le plus haut poids du Hilbert complet:
il correspond a` la repre´sentation du pseudo-vide |Ω〉. Pour une chaˆıne a` M sites dans la
repre´sentation fondamentale V = CN , on a: R0 = Mω1, ou` ω1 est le poids fondamental
correspondant.
Dans la limite thermodynamique M →∞, on peut encore appliquer l’hypothe`se de
corde pour les racines de chaque rang; on doit donc introduire les densite´s de j-cordes de
rang r ρrj(λ) et les densite´s de trous ρ˜
r
j(λ). Les Equations d’Ansatz de Bethe continues
s’e´crivent sous la forme:
Cjk ⋆ ρ˜
r
k + C
qr ⋆ ρqj = δj1δ
r1σ ⋆ s(λ) (2.53)
La matrice Cqr est la matrice de Cartan avec parame`tre spectral (donne´e par (1.47)) de
AN−1. Nous pouvons repre´senter les BAE (2.53) par la figure 28.
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Fig. 28: Le syste`me de BAE de la chaˆıne XXX SU(N)/mode`le NJL SU(N) (ici
N = 4).
Le noeud a` la ligne r et a` la colonne j correspond a` l’e´quation faisant intervenir
ρrj+ρ˜
r
j . En plus des traits horizontaux qui repre´sentent des termes−s⋆ρ˜rj±1 (ou−s⋆σ pour
le noeud coche´), on a dessine´ des traits verticaux qui correspondent aux termes −s⋆ρr±1j .
L’e´nergie-impulsion est donne´e par
E/L = Eg.s./L+
N−1∑
r=1
∫
dλ ρ˜rj(λ)ǫ˜
r
1(λ)
P/L =
N−1∑
r=1
∫
dλ ρ˜rj(λ)p˜
r
1(λ)
(2.54)
ou`  ǫ˜
r
NJL(λ) = g
r(λ− 1/c) + gr(λ+ 1/c)
p˜rNJL(λ) = g
r(λ− 1/c)− gr(λ+ 1/c)

ǫ˜rXXX(λ) =
d
dλ
gr(λ)
p˜rXXX(λ) = g
r(λ)
gr(λ) = 2 arctan
(
tan
(
π
2
N − r
N
)
tanh
( π
N
λ
))
+ π
N − r
N
(2.55)
Le vide est donc rempli de racines re´elles (1-cordes) de tous les rangs, et il y a N − 1
types d’excitations physiques, cre´e´es en plac¸ant des trous de rang r (r = 1, . . . , N − 1).
La repre´sentation d’un e´tat est donne´e par:
R =
N−1∑
r=1
m˜r1ω
r −
∞∑
j=2
(j − 1)
N−1∑
r=1
mrjα
r
ou` ωr est le re`me poids fondamental de sl(N), et m˜r1 est le nombre de trous de rang r.
L’excitation de rang r appartient donc a` la re`me repre´sentation fondamentale de sl(N)
(tableau de Young constitue´ d’une colonne de taille r). Elles diffusent bien suˆr avec une
matrice S proportionnelle a` la matrice R entre les rep des deux particules; par exemple,
S11(λ) = Ŝ11(λ)
(
P +
λ+ i
λ− iP
)
S11¯(λ) = Ŝ11¯(λ)
(
Pad +
λ+ iNπ/2
λ− iNπ/2P∅
)
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ou` 1¯ ≡ N − 1. Nous calculerons les pre´facteurs scalaires dans le paragraphe sur les BAE
physiques (2.4.3).
Nous n’irons pas plus loin dans l’analyse de ce mode`le, car il est pre´fe´rable de le
ge´ne´raliser tout de suite aux mode`les fusionne´s. En effet, on peut a` nouveau appli-
quer la proce´dure de fusion au cas SU(N), ce qui permet d’obtenir la matrice R dans
deux repre´sentations arbitraires de sl(N). Si l’on place au ke`me site un spin dans la
repre´sentation Rk =
∑N−1
r=1 µ
r
ke
r (avec les notations du [III.A], c’est-a`-dire dont la re`me
ligne du tableau de Young a µrk boˆıtes), et de parame`tre spectral θk, alors les e´quations
d’Ansatz de Bethe s’e´crivent:
mr∏
β=1
β 6=α
λrα − λrβ + i
λrα − λrβ − i
mr−1∏
β=1
λrα − λr−1β
λrα − λr−1β + i
mr+1∏
β=1
λrα − λr+1β − i
λrα − λr+1β
=
M∏
k=1
(
λ1α − θk − iµr+1k
λ1α − θk − iµrk
)
(2.56)
(les λα n’ont pas encore e´te´ de´cale´s; par contre, les θk ont e´te´ de´cale´s d’une constante
imaginaire qui de´pend de la rep Rk, pour simplifier les e´quations). L’expression de la
valeur propre correpondante est un peu complique´e, et nous ne la donnerons pas dans le
cas ge´ne´ral.
Nous nous limiterons de´sormais au cas ou` les spins physiques vivent dans des
repre´sentations Vk qui correspondent a` des tableaux de Young rectangulaires: en ef-
fet, c’est seulement dans ce cas que l’hypothe`se de corde s’applique encore. Supposons
donc que tous les spins appartiennent a` la repre´sentation n × f ; apre`s de´calage des λα,
et passage a` la limite thermodynamique, on obtient les BAE repre´sente´es par la figure
29, c’est-a`-dire la ge´ne´ralisation e´vidente de la figure 28.
Fig. 29: BAE SU(N) fusionne´es.
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On voit qu’il y a correspondance entre les noeuds de la figure 29 et les repre´sentations
rectangulaires (et elles seulement). L’e´nergie-impulsion est maintenant donne´e par une
expression similaire a` (2.54), mais ou` ce sont les trous de f -cordes qui contribuent a`
l’e´nergie: le vide est donc obtenu en remplissant la mer de Fermi de f -cordes de tous les
rangs, et il y a a` nouveau N − 1 types d’excitations physiques (trous de f -cordes de type
r, r = 1 . . .N − 1). Dans la limite d’e´chelle du mode`le NJL SU(N) fusionne´ (c → 0,
D →∞), l’e´nergie
ǫ˜rNJL(λ) = m sin(πr/N) cosh(2πλ/N)
p˜rNJL(λ) = m sin(πr/N) sinh(2πλ/N)
exhibe le spectre de masse: mr = m sin(πr/N), ou` m = 2D sin(πn/N)
sin(π/N)
e−2π/Nc est l’e´chelle
de masse engendre´e dynamiquement. On voit que la taille verticale du tableau de Young
des spins physiques peut eˆtre entie`rement cache´e dans l’e´chelle de masse.
Enfin, les BAE repre´sente´s par la figure 29 (qui sont la ge´ne´ralisation fusionne´e des
e´quations (2.53)), pour eˆtre e´crites dans la limite d’e´chelle, doivent eˆtre multiplie´es par
la matrice de Cartan inverse de AN−1 (qui agit sur les indices place´s en exposant)
36; on
trouve alors:
C−1qr ⋆ Cjk ⋆ ρ˜
q
k + ρ
r
j = δjf
m
N
sin(πr/N) cosh(2πλ/N) (2.57)
2.4.2. Rang plus e´leve´ et anisotropie
On peut aussi combiner rang plus e´leve´ et anisotropie. On sait de´finir la matrice
R de Uq( ̂sl(N)) [46] (le rang de l’alge`bre augmente mais le nombre de parame`tres de
de´formation disponibles reste e´gal a` 1): dans la gradation homoge`ne, on a encore la re-
lation R˜(x) = (xR− x−1R¯)/(xq− x−1q−1), ou` R et R¯ sont les matrices R de Uq(sl(N)),
que l’on peut trouver dans [46]. On peut alors de´finir la chaˆıne XXZ SU(N) et le mode`le
NJL de´forme´ SU(N). Cependant, il faut signaler que le Hamiltonien XXZ SU(N) n’est
pas hermitien. Nous ne nous apesantirons donc pas sur ce cas de figure, et passerons
directement au mode`le tronque´ a` γ = π/(p + 1) (q = −e−iγ), puisqu’a` ces valeurs, la
troncation permet de restaurer l’unitarite´ [47].
La proce´dure de troncation pour Uq(sl(N)) avec q racine de l’unite´, est similaire au
cas N = 2. On a une notion de q-dimension: q dimR = trR(K) avec K = q
∑
α>0
Hα
(Hα
36 Sans cela, le second membre s’annule dans la limite d’e´chelle pour N > 2, et les BAE ne
contiendraient plus toute l’information ne´cessaire.
77
e´le´ment de la sous-alge`bre de Cartan correspondant a` la racine positive α), qui permet de
distinguer les “bonnes” repre´sentations des mauvaises. Si qf+N = ±1, alors les “bonnes”
repre´sentations R =
∑N−1
r=1 n
rωr sont celles dont le tableau de Young a moins de f
colonnes (n1 + · · ·+ nN−1 ≤ f), et on peut de´finir des matrices d’adjacences tronque´es
pour ces repre´sentations (cf [III.5.3]).
Au niveau de l’Ansatz de Bethe, et bien que cela n’ait pas e´te´ prouve´ rigoureuse-
ment, on a de bonnes raisons de penser [48]37 que la chaˆıne XXZ SU(N) tronque´e (ou le
mode`le NJL correspondant) admet les BAE de´crites par la figure 30: seules les j-cordes,
1 ≤ j ≤ f , sont autorise´es, et les f -cordes sont invisibles sur le diagramme car ρ˜rf = 0.
1 2 f-1
Fig. 30: BAE SU(N) tronque´es au niveau f .
Le reste des calculs est tre`s similaire a` ceux du 2.4.1, et nous ne reviendrons pas
dessus. Pour nous, l’inte´reˆt du cas anisotrope est essentiellement de permettre d’e´crire
des BAE physiques pour les mode`les fusionne´s, ce que nous allons faire maintenant.
2.4.3. BAE nues/BAE physiques: rang supe´rieur
Pour e´viter les re´pe´titions, nous traiterons directement le cas (isotrope) fusionne´.
Les BAE physiques sont repre´sente´es sur la figure 31.
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Fig. 31: BAE physiques SU(N).
37 Notons que dans [48], comme dans [35], le spin quantique est suppose´ nul a priori, ce qui
est inutile.
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Comme dans le cas SU(2), on conjecture que les excitations physiques ont deux nom-
bres quantiques: la syme´trie SU(N) dont on est parti, et une nouvelle syme´trie cache´e
Uq(sl(N)), q = − exp(−iπ/(f + N)), tronque´e. La particule de type r (1 ≤ r ≤ N − 1)
appartient a` la meˆme repre´sentation fondamentale a` r boˆıtes pour les deux syme´tries. Les
particules de diffe´rents types diffusent sans re´flexion (ils ne peuvent que modifier leurs
nombres quantiques lors de la collision), avec une matrice S entre particules de types q
et r donne´e par:
Sqr(λ) = Ŝqr(λ)Rqr(λ)⊗R′qr(λ)
ou` Rqr(λ) et R′qr(λ) sont les matrices R de Y (sl(N)) et de Uq( ̂sl(N)) dans les qe`me et
re`me repre´sentations fondamentales, et Ŝqr(λ) est le facteur scalaire qui donne la dif-
fusion dans le plus haut poids. En e´crivant les Equations d’Ansatz de Bethe physiques
correspondantes et en les identifiant avec les Equations d’Ansatz de Bethe nues, on arrive
comme au 2.3.3 a` calculer Ŝqr, qui vaut:
Ŝqr(λ) = exp
[
−2i
∫ +∞
0
dκ
sin(2κλ)
κ
(
sinh((N − q)κ) sinh(rκ)
sinh(Nκ)
e(f+N)|κ|
sinh((f +N)κ)
− δqr
)]
(2.58)
(q ≥ r).
Ces matrices S ont la particularite´ que toute particule peut s’obtenir comme e´tat lie´
de deux autres particules: en effet, les particules q et r posse`dent un e´tat lie´ dans le canal
antisyme´trique, qui est la particule q+ r mod N . Les matrices S physiques peuvent donc
elles aussi eˆtre obtenues les unes des autres par la proce´dure de fusion.
Donnons enfin l’interpre´tation solitonique du nombre quantique Uq(sl(N)): a` chaque
tableau de Young de moins de f colonnes, on associe un vide. Dans le cas que nous avons
conside´re´, les excitations physiques sont dans les repre´sentations fondamentales, et il ex-
iste alors une re`gle particulie`rement simple pour de´terminer les transitions entre vides
autorise´es pour chaque type de particules (cf [III.5.3]). Cependant, il faut noter que pour
des repre´sentations plus e´leve´es, une diffe´rence avec le cas N = 2 apparaˆıt: certains coef-
ficients des matrices d’adjacence deviennent supe´rieurs a` 1, ce qui indique des transitions
multiples entre deux vides. Pour de´crire un e´tat du syste`me comportant de telles tran-
sitions, il faut donc spe´cifier, en plus de la donne´e du vide initial et du vide final, quelle
est la transition choisie.
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2.4.4. Dualite´ rang-niveau
Pour les mode`les les plus simples (diffusion diagonale), la dualite´ particule-trou
e´change ρ et ρ˜ dans les e´quations d’Ansatz de Bethe38. Cependant, on a vu au 1.2.5
a` propos des BAE physiques que pour le mode`le NJL SU(2), il y avait bien a` nouveau
une dualite´ particule-trou, mais qu’elle n’affecte que le noeud 1 des e´quations: en effet,
ce sont les trous de 1-cordes qui sont les excitations physiques, les j-cordes e´tant des
“excitations isotopiques” et non des vraies particules. La meˆme remarque vaut pour les
mode`les fusionne´s, ou` la dualite´ ne s’applique qu’au noeud f .
Quand on passe a` SU(N), il est pourtant particulie`rement tentant d’effectuer
l’e´change ρ ↔ ρ˜. En effet, si l’on oublie le second membre, la dualite´ ρ ↔ ρ˜ a pour
effet d’e´changer dans les BAE (2.53) les indices du haut et du bas: c’est ce qu’on appelle
la dualite´ rang-niveau. Si l’on remet le second membre, navement il n’y a pas de proble`me,
et on obtient la transformation sur les BAE nues de´crite par la figure 32. On voit que
la dualite´ rang-niveau est une transformation mathe´matique des BAE, sans signification
physique directe, qui par exemple e´change un mode`le tronque´ relie´ au groupe quantique
nu Uq(sl(N), q = exp(iπ/(f +N)), avec un autre de groupe quantique nu Uq(sl(f)).
Fig. 32: Dualite´ rang-niveau et BAE nues.
Cependant, les BAE ne de´terminent pas entie`rement la physique du mode`le corre-
spondant: une autre donne´e essentielle est l’expression de l’e´nergie en fonction des ρ (ou
des ρ˜); en particulier, c’est le signe de l’e´nergie des diffe´rents types de (pseudo-)particules
qui de´termine quel est le vrai vide de la the´orie. Evidemment, c’est pre´cise´ment la forme
de l’e´nergie qui brise la dualite´ rang-niveau: on le voit par exemple sur la figure 33, qui
montre la meˆme transformation au niveau des BAE physiques.
38 On verra plus loin qu’elle e´change aussi η et η−1 dans les TBA.
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Fig. 33: Dualite´ rang-niveau et BAE physiques.
Cela veut-il dire que le mode`le de´crit par le diagramme de droite de la figure 33 ne
correspond a` rien de connu ? En fait, il correspond tout simplement a` un cas que nous
n’avons pas examine´, et qui est le re´gime ferromagne´tique, obtenu a` partir du re´gime
antiferromagne´tique en changeant de signe l’e´nergie [49]. La dualite´ rang-niveau permet
donc de relier, dans la limite thermodynamique, les re´gimes ferromagne´tique et antifer-
romagne´tique.
Plus ge´ne´ralement, en se rappelant que les noeuds des diagrammes de BAE sont
lie´s aux repre´sentations rectangulaires, on voit que la dualite´ rang-niveau correspond
a` la transposition des tableaux de Young. Dans cette optique, la dualite´ rang-niveau
est base´e sur le fait que la transposition respecte le produit tensoriel, c’est-a`-dire que
RT ⊗R′T = (R ⊗R′)T . En particulier, les e´quations de fusion sont stables par transpo-
sition, ce qui nous donne des relations entre quantite´s thermodynamiques de diffe´rents
mode`les (cf [III.4.2]).
2.5. BAE physiques ge´ne´rales: comparaison SU(2)/SU(N)
Cette dernie`re section a pour but de donner une me´thode ge´ne´rale pour passer des
BAE nues aux BAE physiques dans le cas de syme´tries SU(2) ou Uq(sl(2)), et de faire
quelques remarques sur la ge´ne´ralisation a` SU(N). Les calculs qui suivent sont un peu
formels, mais les conclusions que l’on va en tirer seront, elles, bien concre`tes.
Essayons donc de de´duire de manie`re synthe´tique les BAE physiques a` partir des
BAE nues pour un mode`le ge´ne´ral. Rappelons l’ide´e ge´ne´rale: certains noeuds du dia-
gramme nu vont devenir les “sources” des BAE physiques. On suppose que les particules
physiques sont des multiplets de Uq(a)(sl(2)), a = 1 . . . b, et que les matrices S de diffusion
se factorisent en un produit des matrices R correspondantes, fois un facteur scalaire Ŝ.
Le seul proble`me consiste a` calculer Ŝ. Nous avons remarque´ au 2.3.3 que Ŝ se factorisait
naturellement: nous allons maintenant montrer ce fait.
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Supposons plus pre´cise´ment que la particule de type n (n = 1 . . . nmax) appartienne a`
la repre´sentation de spin f
(a)
n /2 du groupe quantique Uq(a)(sl(2)). Pour chaque syme´trie
Uq(a)(sl(2)), on a une matrice de transfert a` diagonaliser qui nous donne des e´quations
du type:
Cjk ⋆ ρ˜
(a)
k + ρ
(a)
j = s ⋆
nmax∑
n=1
f
(a)
n 6=0
δ
jf
(a)
n
σn (2.59)
ou` σn est la densite´ de particules de type n, et ρ
(a)
j est la densite´ de j-cordes. Nous
n’incluons pas les 1−-cordes, car du fait que seul ρ1− apparaˆıt dans les e´quations, et non
ρ˜1− , pour les manipulations formelles auxquelles nous proce´dens, il ne joue aucun roˆle.
Ensuite, on repart des e´quations de BAE nues au noeud coche´ lie´ a` la particule n:
σn + σ˜n − s ⋆
b∑
a=1
f
(a)
n 6=0
ρ˜
(a)
f
(a)
n
=
mn
2π
p′(λ) (2.60)
Le second membre p′(λ) ne nous inte´resse pas, donc nous ne l’e´crivons pas explicitement.
Les e´quations (2.60) ne sont pas encore des BAE physiques, car y apparaissent des ρ˜(a),
alors que seuls les ρ(a) doivent y apparaˆıtre. On exprime donc ρ˜
(a)
f
(a)
n
en fonction des ρ(a)
graˆce a` (2.59):
ρ˜
(a)
f
(a)
n
= −C−1jk ⋆ ρ(a)k + s ⋆
nmax∑
m=1
f
(a)
m 6=0
C−1
f
(a)
n f
(a)
m
⋆ σm (2.61)
et on remplace dans (2.60):
σn + σ˜n =
mn
2π
p′(λ) + s2 ⋆
nmax∑
m=1
b∑
a=1
f
(a)
n 6=0
C−1
f
(a)
n f
(a)
m
⋆ σm + · · · (2.62)
ou` s2 ≡ s ⋆ s, et les · · · sont les termes qui sont fonctions des ρ(a), qui ne nous inte´ressent
pas, puisque dans la diffusion de plus haut poids ρ(a) = 0. On de´duit finalement de (2.62)
l’expression ge´ne´rale des de´phasages:
Ŝnm(λ) =
b∏
a=1
f
(a)
n , f
(b)
n 6=0
Ŝ(a)nm(λ)
c’est-a`-dire que Ŝmn se factorise sous forme de facteurs Ŝ
(a)
nm lie´s a` la syme´trie Uq(a)(sl(2)),
et donne´s par
1
2πi
d
dλ
Ŝ(a)mn(λ) = s
2 ⋆ C−1
f
(a)
n f
(a)
m
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C−1 est la matrice de Cartan inverse du diagramme de Dynkin Ap−1 si q
(a) =
− exp(−iπ/p). Ceci concorde avec les expressions trouve´es pre´ce´demment (Eq. (1.35),
(2.30), (2.47)).
Ce raisonnement se ge´ne´ralise-t-il a` SU(N) ? Pas directement, car il faut, pour des
rangs plus e´leve´s, tenir compte de la structure “verticale” des diagrammes de BAE. Pour
voir d’ou` vient le proble`me, supposons que les particules physiques sont maintenant clas-
sifie´es par deux nombres n et r, de sorte qu’elles appartiennent a` des tableaux de Young
rectangulaires f
(a)
n × r pour une syme´trie Uq(a)(sl(N)). On peut alors montrer que la
ge´ne´ralisation de (2.62) est:
(C−1)qrσqn + σ˜
r
n =
mrn
2π
p′r(λ) + s2 ⋆
nmax∑
m=1
b∑
a=1
f
(a)
n 6=0
C−1
f
(a)
n f
(a)
m
⋆ (C−1)qr ⋆ σqm + · · · (2.63)
On doit tenir compte du (C−1)qr du membre de gauche dans le de´phasage, si bien que
l’on a:
Ŝqrnm(λ) =

Xqr(λ)
b∏
a=1
f
(a)
n 6=0
Ŝ(a)nn
qr(λ) n = m
b∏
a=1
f
(a)
n , f
(b)
n 6=0
Ŝ(a)nm
qr(λ) n 6= m
avec les facteurs habituels
1
2πi
d
dλ
Ŝ(a)mn
qr(λ) = s2 ⋆ (C−1)qr ⋆ C−1
f
(a)
n f
(a)
m
et les facteurs CDD supple´mentaires Xqr donne´s par
1
2πi
d
dλ
Xqr(λ) = δqr − (C−1)qr
Par exemple, on calcule que
X11(λ) =
sinh πN (λ+ i)
sinh πN (λ− i)
On ve´rifie que la matrice S (2.58) admet une telle de´composition.
Remarquons finalement que le fait que la matrice S se factorise entie`rement pour
SU(2), et modulo un facteur CDD seulement pour SU(N), avait e´te´ remarque´ empirique-
ment dans le mode`le σ principal (voir chapitre 4) dans [50].
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3. Corrections de taille finie et TBA
Nous allons maintenant nous servir des Equations d’Ansatz de Bethe pour calculer
des quantite´s physiquement inte´ressantes. Une ide´e naturelle est d’e´tudier des syste`mes a`
tempe´rature finie, ce qui ne´cessitera les Equations d’Ansatz de Bethe Thermodynamiques
(TBA, section 3.1) qui sont, elles, non-line´aires. Nous nous restreindrons ensuite aux
the´ories quantiques des champs relativistes. Pour celles-ci, la fonction de partition a`
tempe´rature finie n’est autre que la fonction de partition avec une direction de temps
euclidienne compactifie´e, et on voit que l’Ansatz de Bethe nous permet de faire des cal-
culs de corrections de taille finie, c’est-a`-dire des corrections aux quantite´s physiques
dues a` la ge´ome´trie finie de l’espace-temps. Nous ferons alors des calculs explicites de
charges centrales graˆce aux TBA et aux sommes dilogarithmiques (3.1.3). Puis nous
montrerons le lien entre ces e´quations et les e´quations de fusion (section 3.2). Ceci nous
conduira tout naturellement aux Equations Non-Line´aires Inte´grales (NLIE), qui, comme
les TBA, de´terminent les corrections de taille finie, mais cette fois dans la direction spa-
tiale. Les NLIE constituent une me´thode alternative aux TBA, et nous e´tudierons de
telles e´quations dans la section 3.3. Nous montrerons en particulier qu’elles fournissent
plus d’informations que les TBA (charge centrale mais aussi poids conformes, etc).
3.1. Equations d’Ansatz de Bethe Thermodynamiques (TBA)
3.1.1. Principe
Nous allons exposer la me´thode d’obtention des TBA dans le cadre le plus simple:
le mode`le de diffusion diagonale introduit au 1.2.1. On se place a` tempe´rature finie T ,
et a` potentiel chimique µ, de sorte que l’e´nergie libre s’e´crit F = E − TS − µN . Pour
un e´tat constitue´ de m particules et de m˜ trous, on a un facteur entropique associe´ qui
vaut: expS = (m+ m˜)!/(m! m˜!). Dans la limite thermodynamique, on trouve donc
F/L =
∫
dλ ρ(λ)ǫ(λ)− µ
∫
dλ ρ(λ)
− T
∫
dλ [(ρ(λ) + ρ˜(λ)) log(ρ(λ) + ρ˜(λ))− ρ(λ) log ρ(λ)− ρ˜(λ) log ρ˜(λ)]
(3.1)
Quand L→∞, la fonction de partition est domine´e par un point de col par rapport aux
densite´s ρ(λ) et ρ˜(λ) [51]; on diffe´rentie (3.1) et on utilise l’Equation d’Ansatz de Bethe
(1.40) qui relie δρ(λ) et δρ˜(λ); on obtient alors l’e´quation de point de col:
0 = ǫ(λ) − µ− T
[
log
ρ˜(λ)
ρ(λ)
+K ⋆ log
(
1 +
ρ(λ)
ρ˜(λ)
)]
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On voit que l’e´quation ne de´pend que de η ≡ ρ˜/ρ:
log η(λ) +K ⋆ log(1 + (η(λ))−1) =
ǫ(λ)− µ
T
(3.2)
L’e´quation (3.2) constitue l’Equation d’Ansatz de Bethe Thermodynamique (TBA) de
notre mode`le: c’est une e´quation non-line´aire inte´grale.
On peut ensuite calculer la valeur de F au point de col; on trouve:
F/L = −T
∫
dλ
2π
dp
dλ
log(1 + (η(λ))−1)
= − T
2π
∫
dp log(1 + (η(p))−1)
(3.3)
L’interpre´tation des e´quations (3.2)-(3.3) est relativement simple si l’on se rappelle
l’analogie avec un syste`me de fermions sans interaction: pour cela, posons
η(λ) = e(ǫhab(λ)−µ)/T
Alors, (3.2) se re´crit
ǫhab(λ) +
T
2π
K ⋆ log
(
1 + e(ǫhab(λ)−µ)/T
)
= ǫ(λ)
En l’absence d’interaction entre les particules, ǫhab vaut simplement ǫ. Quand on rajoute
l’interaction, on continue a` interpre´ter, d’apre`s (3.3), ǫhab comme la fonction e´nergie des
particules, mais “habille´e” par l’interaction.
3.1.2. Application aux mode`les a` diffusion non-diagonale
Conside´rons maintenant la chaˆıne XXX (ou le mode`le NJL) a` tempe´rature finie T ; il
n’y a pas de notion e´vidente de potentiel chimique, mais en revanche, on peut placer un
champ magne´tique B. Celui-ci joue dans la limite thermodynamique le roˆle de potentiel
chimique pour les racines des BAE. En effet, lorsque L→∞, et pour B =
(
−b
0
0
b
)
(b ≥ 0),
on peut se contenter de la contribution du vecteur de plus haut poids a` la fonction de
partition (voir [III] pour une discussion de´taille´e de ce point dans le cas plus ge´ne´ral
SU(N)), de sorte que B est couple´ au spin: ~B · ~S = −bs = cst + bm, c’est-a`-dire que
−b joue le roˆle de potentiel chimique des pseudo-particules39. On obtient finalement les
TBA suivantes: (ηj = ρ˜j/ρj)
log(1 + ηj(λ))− C−1jk ⋆ log(1 + (ηk(λ))−1) =
gj(λ)
T
(3.4)
39 Le signe est important car −b est toujours ne´gatif.
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ou` gj(λ) est la contribution a` l’e´nergie d’une j-corde: gj(λ) = −2πKj(λ) + jb pour la
chaˆıne XXX. La multiplication par la matrice de Cartan fait disparaˆıtre la de´pendance
en le champ magne´tique B:
log(1 + (ηj(λ))
−1)− Cjk ⋆ log(1 + ηk(λ)) = δj1 ǫ˜(λ)
T
(3.5)
qui se trouve cache´e dans l’asymptotique de ηj pour j →∞ (voir [III.3]). L’e´nergie libre
s’e´crit quant a` elle
F = −T
∫
dλσ ⋆ Kj(λ) log(1 + (ηj(λ))
−1)
= Eg.s. − T
∫
dλσ ⋆ s(λ) log(1 + η1(λ))
(3.6)
On voit que les TBA ont essentiellement la meˆme structure que les BAE physiques,
de sorte que, au moins pour les mode`les relativistes, il existe des re`gles assez e´videntes qui
permettent d’obtenir les e´quations de TBA (3.5) et l’expression de l’e´nergie libre (ici, Eq.
(3.5) et (3.6)) a` partir des diagrammes de BAE physiques (ici, le diagramme de droite
de la figure 13). Nous ne donnerons pas ces re`gles explicitement, car nous en verrons
suffisamment d’exemples dans les paragraphes qui suivent.
3.1.3. The´ories conformes et calculs de dilogarithme
Le cas de figure le plus simple est celui des TBA des the´ories conformes, pour
lesquelles l’e´nergie libre F doit eˆtre directement relie´e a` la charge centrale par la for-
mule [52]:
F/L = − π
12
(c+ c¯)T 2 (3.7)
Reprenons encore une fois le mode`le de diffusion diagonale, et supposons (condition
d’invariance conforme) que p(λ) = ǫ(λ). On suppose aussi que ǫ(λ) est une fonction
croissante de λ. On remarque alors que si l’on pose:
ρ(λ) = − T
2π
d
dλ
log(1 + (η(λ))−1)
ρ˜(λ) = +
T
2π
d
dλ
log(1 + η(λ))
(3.8)
(de sorte que ρ˜/ρ = η comme il se doit, et ρ, ρ˜ > 0), on re´soud les BAE (1.40) puisque
celles-ci sont une simple conse´quence des TBA (3.2) par de´rivation par rapport a` λ !
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Calculons alors S = −∂F/∂T :
S/L =
∫
dλ
[
ρ(λ) log(1 + η(λ)) + ρ˜(λ) log(1 + (η(λ))−1)
]
=
T
2π
∫ [−d(log(1 + η−1)) log(1 + η) + d(log(1 + η)) log(1 + η−1)]
=
T
π
L(f)
∣∣∣∣f = 1/(1 + η(−∞))
f = 1/(1 + η(+∞))
(3.9)
ou` la fonction dilogarithme [53] est de´finie par L(f) = −12
∫ f
0
[
dz
z log(1− z) + dz1−z log z
]
.
Les valeurs limites η(+∞) et η(−∞) sont faciles a` calculer: soit elles sont infinies,
soit elles ve´rifient d’apre`s (3.2)
log η(±∞) +K(κ = 0) log(1 + (η(±∞))−1) = ǫ(±∞)− µ
T
(3.10)
La ge´ne´ralisation aux mode`les dont les TBA sont un syste`me d’e´quations couple´es
est e´le´mentaire:
S/L =
T
π
∑
j
L(fj)
∣∣f=fmax
f=fmin
(3.11)
ou` j parcourt l’ensemble des e´quations, c’est-a`-dire tous les noeuds du diagramme de
BAE. Pour rendre l’e´quation (3.11) inde´pendante de la convention de signe choisie pour
η, la prescription est que f va dans (3.11) de sa valeur minimale a` sa valeur maximale
pour l’e´quation qui contient le second membre.
Prenons maintenant un exemple concret de calcul de charge centrale. Conside´rons
le mode`le de´crit par le syste`me de BAE physiques de la figure 34 [54].
  
  
  



1 a a+b-1
Fig. 34: TBA des mode`les coset.
Les excitations physiques sont des particules relativistes sans masse “droites”, avec
des nombres quantiques Ueipi/(a+2)(sl(2)) et Ueipi/(b+2)(sl(2)) tronque´s. Il n’y a pas de
champ magne´tique. Les TBA associe´es sont:
log(1 + (ηj(ζ))
−1)− Cjk ⋆ log(1 + ηk(ζ)) = δja e
ζ
T
1 ≤ j ≤ a+ b− 1 (3.12)
ou` l’on a utilise´ la normalisation usuelle des rapidite´s: ζ ≡ πλ (les noyaux changent
donc aussi de normalisation, de fac¸on a` ce que f(λ)dλ = f(ζ)dζ). Remarquons que la
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de´pendance des TBA (ainsi que de l’e´nergie libre F , que nous n’avons pas e´crite explicite-
ment) en la tempe´rature T est triviale du fait que l’on peut de´caler ζ → ζ + cst, ce qui
est normal pour une the´orie conforme.
Les valeurs limites sont:
ηj(−∞) = sin(πj/(a+ b+ 2)) sin(π(j + 2)/(a+ b+ 2))
sin2(π/(a+ b+ 2))
1 ≤ j ≤ a+ b− 1
ηj(+∞) = sin(πj/(a+ 2)) sin(π(j + 2)/(a+ 2))
sin2(π/(a+ 2))
1 ≤ j ≤ a
ηj(+∞) = sin(π(j − a)/(b+ 2)) sin(π(j − a+ 2)/(b+ 2))
sin2(π/(b+ 2))
a ≤ j ≤ a+ b− 1
(3.13)
Nous donnerons ulte´rieurement une justification de ces valeurs (section 3.2). En utilisant
des formules connues de sommes dilogarithmiques [55], on obtient (on pose c¯ = 0 dans
(3.7)):
c =
6
π2
∑
j
L(fj)
∣∣+∞
−∞
=
3ab(a+ b+ 4)
(a+ 2)(b+ 2)(a+ b+ 2)
(3.14)
qui est la charge centrale des mode`les coset SU(2)a × SU(2)b/SU(2)a+b [56].
La re`gle ge´ne´rale pour de´duire la charge centrale du diagramme des BAE physiques
d’une the´orie conforme a` une chiralite´ est la suivante:
• Ajouter 1 par noeud hachure´.
• Ajouter la contribution du diagramme “physique”, c’est-a`-dire en retirant les noeuds
hachure´s.
• Retrancher la contribution du diagramme “nu”, c’est-a`-dire au contraire en con-
side´rant les noeuds hachure´s comme des noeuds normaux.
La contribution des diagrammes qui nous inte´ressent est donne´e par la figure 35.
Notons que a) n’est pas la limite de c) quand f → ∞ (ou d) de e)), car, pour f
grand, la somme dilogarithmique c) est domine´e par ses premiers termes (j ≪ f) et par
ses derniers termes (f − j ≪ f), et la somme a) n’est la limite que de la premie`re moitie´.
Cependant, du fait des compensations entre les contributions du diagramme physique et
du diagramme nu, cela n’a pas de conse´quence physique. Montrons par exemple com-
ment obtenir la formule b) de manie`re e´le´mentaire: on calcule tout d’abord les valeurs
limites des ηj correspondant au diagramme: on trouve ηj = j(j + 2) pour 1 ≤ j ≤ f ,
ηf+1 = η1− = f + 1. On cherche donc a` calculer
c =
6
π2
f∑
j=1
L
(
1
(j + 1)2
)
+ 2L
(
1
f + 2
)
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a) 1
b)
1
1 2 ff-1 f+1
1
c)
1 2 f-1
2(f−1)
f+2
d)
1
N-1
N(N−1)
2
e)
1 2 f-1
1
N-1
N(N−1)(f−1)
f+N
Fig. 35: Table de sommes dilogarithmiques.
On utilise la relation L(xy) = L(x)+L(y)−L(x(1− y)/(1− xy))−L(y(1− x)/(1− xy))
satisfaite par L, avec x = y = 1/j; on obtient alors
c =
12
π2
f∑
j=1
[
L
(
1
j + 1
)
− L
(
1
j + 2
)]
+ 2L
(
1
f + 2
)
=
12
π2
L
(
1
2
)
= 1
Nous admettrons la valeur des autres sommes dilogarithmiques de la figure 35 (voir
par exemple [57] et re´fe´rences incluses). Prenons encore un exemple d’application de ces
formules a` un calcul de charge centrale qui nous resservira par la suite: conside´rons la
version a` une seule chiralite´ du mode`le fusionne´ de´crit par les BAE physiques 3140, et
que nous reproduisons ici (figure 36).
40 Ce mode`le n’est bien suˆr pas un mode`le de fermions chiraux libres dans des rep supe´rieures:
la premie`re remarque de la fin du 1.2.3 ne s’applique pas au cas fusionne´, cf l’observation
similaire du paragraphe suivant pour le cas anisotrope.
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Fig. 36: Diagramme de TBA de la CFT WZW chirale.
On calcule aise´ment la charge centrale, qui vaut: c = (N2−1)f/(f+N), c’est-a`-dire
celle de la the´orie conforme de Wess–Zumino–Witten SU(N) au niveau f [58]. Nous
prouverons au chapitre 4 que si l’on conside`re une chiralite´ de la CFT WZW, alors elle
admet effectivement le diagramme de BAE physiques (ou de TBA) de la figure 36.
Terminons sur quelques remarques ge´ne´rales:
⋆ Une fois que l’on a calcule´ l’e´nergie libre a` champ magne´tique nul, on peut facilement
re´introduire le champ magne´tique, et calculer la nouvelle somme dilogarithmique, par
exemple en de´rivant deux fois par rapport au champ magne´tique. Nous ferons un
tel calcul au paragraphe suivant.
⋆ Il existe une autre me´thode, plus traditionnelle, pour arriver aux formules de dilog-
arithmes, qui n’utilise que les TBA (et pas les BAE). C’est celle qui est utilise´e dans
les articles [III,IV]. Notons que dans [III.B], le mode`le n’est pas a` strictement parler
conforme, mais cette me´thode fonctionne tout de meˆme; de plus, l’e´nergie libre est
calcule´e directement en pre´sence d’un champ magne´tique.
⋆ Les structures “nue” et “physique” ne sont pas directement lie´es au groupe de renor-
malisation, puisque meˆme pour une the´orie conforme, les deux structures coexistent
et donnent chacune leur contribution a` la charge centrale41.
3.1.4. Limite ultraviolette des the´ories massives et de´couplage des chiralite´s
Les calculs faits pre´ce´demment ne s’appliquent pas au cas des the´ories massives.
Cependant, on peut espe´rer, dans la limite T → ∞, explorer la re´gion ultra-violette et
en particulier retrouver la the´orie conforme qui constitue le point fixe ultra-violet de la
the´orie.
La limite T → ∞ des TBA massives fait apparaˆıtre un phe´nome`ne bien connu que
nous nommerons de´couplage des chiralite´s. Celui-ci est caracte´rise´ par le fait que les
41 Nous verrons cependant un cas ou` le passage de la structure nue a` la structure physique
est lie´ au flot de groupe de renormalisation: le mode`le de Kondo (section 4.3).
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fonctions η(ζ) (on rappelle que l’on prend maintenant la parame´trisation usuelle de la ra-
pidite´; pour un mode`le SU(N), on a la correspondance: ζ = 2πλ/N avec les notations du
chapitre 1) se mettent a` de´velopper un plateau dans la re´gion [− log(T/m),+ log(T/m)],
ou` m est l’e´chelle de masse du syste`me. On peut alors de´finir des fonctions η±(ζ) =
η(ζ ± log(2T/m)) qui admettent (ge´ne´ralement) une limite finie quand T → ∞: elles
de´crivent se´pare´ment les deux chiralite´s de la the´orie conforme ultra-violette. En effet
les particules qui ont une e´nergie de l’ordre de T ont une rapidite´ ζ ∼ ± log(T/m) et
ve´rifient ǫ ∼ |p| de`s que T ≫ m42.
Prenons comme exemple le mode`le NJL standard. Diagrammatiquement, la limite
UV est repre´sente´e par la figure 37.
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Fig. 37: De´couplage des chiralite´s dans le mode`le NJL SU(2).
Les fonctions η± ve´rifient des e´quations se´pare´es qui sont les limites de (3.5) (avec
ǫ˜(ζ) = m cosh ζ):
log(1 + (η±j (ζ))
−1)− Cjk ⋆ log(1 + η±k (ζ)) = δj1
e±ζ
T
(3.15)
En appliquant les me´thodes du 3.1.3 a` (3.15), on calcule les charges centrales UV c et
c¯: on trouve sans difficulte´43 c = c¯ = 1, ce qui pouvait se deviner, puisque le mode`le
NJL est asymptotiquement libre: dans l’UV, restent donc deux fermions de Dirac libres
(c = 2) auquels on a retire´ un secteur c = 1 de´couple´.
On peut e´tendre le calcul de la charge centrale UV au mode`le NJL de´forme´, et on
trouve qu’inde´pendamment de l’anisotropie γ, c = c¯ = 1. Ceci veut-il dire que le mode`le
42 Remarquons a` ce propos que les particules d’une meˆme chiralite´ dans la limite UV ont la
meˆme matrice S de diffusion – exprime´e en termes de la rapidite´ de´cale´e – que celle de la the´orie
massive originale, puisque la matrice S ne de´pend que de la diffe´rence des rapidite´s.
43 Le calcul est en fait trivial, du fait de la particularite´ du cas isotrope: les syme´tries nue et
physique sont identiques, d’ou` compensation e´vidente de leur contribution a` la charge centrale.
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NJL de´forme´ est encore asymptotiquement libre ? Non, car la limite UV du mode`le NJL,
quand on fait varier γ, parcourt en fait la ligne de points critiques c = 1 (du coˆte´ massif
de la transition de Kosterlitz–Thouless). Nous renvoyons le lecteur aux re´fe´rences [59,60]
pour une discussion ge´ne´rale de la transition de Kosterlitz–Thouless et des mode`les c = 1.
L’essentiel pour nous est que la the´orie UV ne concide pas avec la the´orie non-perturbe´e;
en effet, si l’on regarde le flot de groupe de renormalisation des deux constantes f et g
du Lagrangien (2.23), on voit que f tend vers 0 (le terme couple´ a` f constitue la pertur-
bation), mais que g tend vers γ (l’anisotropie γ est un invariant du flot). En particulier,
bien qu’il y ait ge´ne´ration dynamique de masse (par rapport au mode`le non-perturbe´),
il n’y a pas liberte´ asymptotique puisque l’ope´rateur perturbant acquiert une dimension
plus petite que 1 (donc devient relevant) quand on s’e´loigne du point isotrope. Une autre
remarque relie´e est que les deux chiralite´s de la the´orie UV ne sont pas les fermions
chiraux de la the´orie non-perturbe´e, et donc la premie`re remarque de la fin du 1.2.3 ne
s’applique pas au cas anisotrope. Nous reviendrons sur la limite UV du mode`le NJL
quand nous lui e´crirons une NLIE (section 3.3).
Plac¸ons ensuite notre mode`le NJL de´forme´ a` γ = π/(p + 1) dans un champ
magne´tique B =
(
−b
0
0
b
)
; au lieu d’eˆtre lie´ a` la limite j →∞ comme dans le cas isotrope, il
apparaˆıt explicitement dans les deux derniers noeuds des TBA [61]. On trouve facilement
par les formules de dilogarithmes que, dans la limite ultra-violette,
F ∼ −π
6
T 2
(
1 +
6b2/T 2
π(π − γ)
)
On observe alors le fait suivant [62]: pour un champ magne´tique purement imaginaire
b/T = iγ = iπ/(p+ 1), on a F ∼ −(π/6)T 2 cˆ avec la nouvelle charge centrale
cˆ = 1− 6
p(p+ 1)
qui est celle du mode`le minimal Mp [63]. L’interpre´tation de ce re´sultat est la suivante:
au point fixe UV, il est possible de de´finir une nouvelle action de l’alge`bre de Virasoro,
de charge centrale infe´rieure a` 1. Ceci est essentiellement la construction de Dotsenko–
Fateev [64] (ou de Feigin–Fuks) du gaz de Coulomb avec une charge de fond a` l’infini. Il
est bien connu que dans cette construction, on peut se ramener a` un sous-ensemble fini
d’ope´rateurs Virasoro-primaires, de sorte que le Hilbert peut eˆtre tronque´ pour donner
le Hilbert des mode`les minimaux. Qu’en est-il ici ?
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Le lecteur aura sans doute devine´ que c’est pre´cise´ment la troncation de groupe quan-
tique qui va jouer ce roˆle [26]. En effet, on ve´rifie qu’en imposant le champ magne´tique
b/T = iγ, la fonction ηp−1 devient constante et e´gale a` 0, de sorte que les noeuds p−1, p,
1− se de´couplent et que l’on est ramene´ au diagramme tronque´ (cf figure 16) ! Le champ
magne´tique imaginaire constitue donc une manie`re alternative d’effectuer la troncation
de groupe quantique. Son avantage est qu’en modifiant le Hamiltonien (par ajout du
champ magne´tique), on change explicitement la gradation du groupe quantique (“spin”
dans la limite relativiste). Du point de vue mathe´matique, l’introduction du champ
magne´tique imaginaire correspond a` modifier la fonction de partition Z = tr(e−H/T )
en Z = tr(Ke−H/T ), ou` K est l’e´le´ment de Uq(sl(2)) pris dans sa repre´sentation sur le
Hilbert complet. Ce sont les proprie´te´s dites de Markov [65] de cette trace modifie´e
x → tr(Kx) (ou` x appartient au commutant de Uq(sl(2)), soit dans les cas qui nous oc-
cupent a` l’alge`bre de Temperley–Lieb [66]) qui permettent de retrouver la troncation de
groupe quantique. Une construction similaire existe pour Uq(sl(N)) (cf IV.9).
Finalement, en calculant les corrections des η(ζ) a` leur comportement dominant
η±(ζ ∓ log(2T/m), on peut e´galement de´terminer le voisinage du point fixe UV, et en
particulier quelle est la dimension de l’ope´rateur perturbant. Dans les cas les plus sim-
ples, on peut syste´matiser le calcul de ces corrections [67]. Nous ferons nous-meˆmes de
tels calculs pour le mode`le de Kondo (section 4.3).
3.1.5. Les flots non-massifs
Jusqu’ici, toutes les the´ories a` deux chiralite´s que nous avons conside´re´es e´taient mas-
sives. Rien n’empeˆche cependant d’avoir des the´ories sans masse, mais non-conformes.
On a alors un flot de groupe de renormalisation d’un point fixe infra-rouge a` un point
fixe ultra-violet. Les TBA doivent de nouveau exhiber un de´couplage des chiralite´s. On
peut aise´ment visualiser ce phe´nome`ne au niveau diagrammatique: la` ou` la limite UV
faisait apparaˆıtre deux TBA chirales essentiellement identiques aux TBA de de´part (a`
part pour le second membre), la limite IR produit des TBA chirales telles que les noeuds
hachure´s d’une chiralite´ “tuent” le noeud correspondant de l’autre chiralite´. Voyons com-
ment cette re`gle s’applique sur un exemple simple: conside´rons le syste`me de TBA donne´
par le diagramme du milieu de la figure 38.
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Fig. 38: TBA d’un flot non-massif (le flot est de bas en haut). Les noeuds
hachure´s sont diffe´rents pour les deux chiralite´s, donc il n’y a pas apparition de
masse.
On a repre´sente´ les TBA dans la limite infra-rouge et dans la limite ultra-violette.
Les charge centrales cUV = c¯UV = 1 − 6/(p(p + 1)) et cIR = c¯IR = 1 − 6/(p(p − 1)), et
on peut se convaincre [37] que les TBA de la figure 38 repre´sentent le flot du mode`le
minimal Mp vers Mp−1 par perturbation de Mp par l’operateur Φ1,3.
Nous examinerons nous-meˆmes un cas de flot non-massif: le mode`le de Wess–
Zumino–Witten (chapitre 4). Nous reviendrons alors sur la notion de diffusion des exci-
tations non-massives.
3.2. Y-syste`me et e´quations de fusion
Il existe un lien profond entre les TBA et les “e´quations de fusion” (nous avons de´ja`
donne´ un exemple de ces dernie`res, cf Eq. (2.37)); celui-ci peut eˆtre devine´ a` partir du lien
de´ja` e´voque´ entre la structure des TBA SU(N) et les tableaux de Young rectangulaires,
sugge´rant une interpre´tation de the´orie de la repre´sentation des TBA. Nous nous lim-
iterons dans cette section au cas isotrope (pour les TBA anisotropes, il faut des e´quations
de fusion plus ge´ne´rales que celles que nous conside´rons, cf [68]). Ce qui suit n’est qu’un
survol d’un sujet qui est encore en pleine activite´ a` l’heure actuelle; il nous permettra de
mieux situer un certain nombre de concepts introduits et utilise´s dans [III,IV] (e´quation
non-line´aire inte´grale, e´quations de fusion modifie´es, etc).
Le point de de´part des e´quations de fusion est la proce´dure de fusion dans l’espace
auxiliaire des matrices de monodromie. La fusion exprime alors des relations dans
l’alge`bre des repre´sentations du Yangien correspondant Y (sl(N)). En prenant la trace sur
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l’espace auxiliaire, on obtient les matrices de transfert que l’on peut appeler le´ge`rement
abusivement les caracte`res du Yangien Y (sl(N)). Il s’agit d’un abus de langage car les
matrices de transfert sont encore des ope´rateurs sur l’espace physique, mais qui se justifie
du fait que, les matrices de transfert commutant entre elles, on peut les identifier a` leurs
valeurs propres; en particulier, toute e´quation ve´rifie´e par les matrices de transfert est
aussi une e´quation pour leurs valeurs propres.
La plupart des relations qui existent pour l’alge`bre des repre´sentations de sl(N) (et
donc leurs caracte`res) peuvent eˆtre e´tendues en des relations pour Y (sl(N)) (et donc
les matrices de transferts associe´es), a` condition d’ajouter des de´calages approprie´s des
parame`tres spectraux. Nous avons de´ja` vu que pour SU(2), l’identite´ 12 ⊗ 12 = 1 ⊕ 0 se
traduit pour les matrices de transfert par l’e´quation (2.37):
T 1
2
(λ+ i/2)T 1
2
(λ− i/2) = T1(λ) +T0(λ)
On remarque que les e´quations de fusion ne de´pendent pas de l’espace physique, puisque
la fusion n’a lieu que dans l’espace auxiliaire. La simple donne´e des e´quations de fusion
satisfaites par les matrices de transfert ne peut donc e´videmment pas contenir toute la
physique du mode`le conside´re´. Les e´quations de fusion ne de´pendent pas non plus de la
valeur propre particulie`re conside´re´e (e´tat fondamental, e´tats excite´s).
Pour SU(N) et pour une repre´sentation quelconque R =
∑
r µ
rer (avec les nota-
tions du [III.A], c’est-a`-dire dont la re`me ligne du tableau de Young a µr boˆıtes), on a un
analogue de la formule de Weyl pour les matrices de transfert [49]:
T{µr}(λ) = det [Tµa+b−a(λ+ i(µb − b))]a,b=1...N
(avec des rapidite´s le´ge`rement de´cale´es par rapport a` nos conventions). Cependant, la
structure des TBA sugge`re qu’il est ne´cessaire de trouver des e´quations de fusion qui ne
font appel qu’a` des tableaux de Young rectangulaires. Et en effet, la figure 39 montre
qu’il existe de telles relations.
n
n-1 n+1
l l-1 l+1
Fig. 39: Egalite´ formelle entre des produits tensoriels de repre´sentations de
SU(N).
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La relation correspondante pour les matrices de transfert s’e´crit [69]:
Trj(λ+ i/2)T
r
j(λ− i/2) = Tr+1j (λ)Tr−1j (λ) +Trj+1(λ)Trj−1(λ) (3.16)
Trj est la matrice de transfert dont l’espace auxiliaire est un tableau de Young a` j lignes
et r colonnes. Conside´rons alors la combinaison [70]:
Y rj (λ) =
Trj+1(λ)T
r
j−1(λ)
Tr+1j (λ)T
r−1
j (λ)
(3.17)
On montre facilement a` partir des e´quations de fusion (3.16) que les Y rj ve´rifient le Y-
syste`me [71]:
Y rj (λ+ i/2)Y
r
j (λ− i/2) =
[
1 + Y rj+1(λ)
] [
1 + Y rj−1(λ)
][
1 + (Y r+1j (λ))
−1
] [
1 + (Y r−1j (λ))
−1
] . (3.18)
Le Y-syste`me a e´te´ introduit originellement en liaison avec les TBA; en effet, si l’on pose
Y rj (λ) = η
r
j (ζ) avec ζ = 2πλ/N , alors les e´quations (3.18) peuvent eˆtre de´duites des TBA
SU(N):
log(1+(ηrj (ζ))
−1)− (C−1)qr ⋆Cjk ⋆ log(1+ηqk(ζ)) =
g˜rj (ζ)
T
1 ≤ r ≤ N −1, 1 ≤ j <∞
(3.19)
ou` les g˜rj sont des fonctions analytiques dans la bande Im ζ ∈ [−π/N − ǫ,+π/N + ǫ]
et qui satisfont g˜rj (ζ + iπ/N) + g˜
r
j (ζ − iπ/N) − g˜r+1j (ζ) − g˜r−1j (ζ) = 0 pour tout j.
Le Y-syste`me permet alors de de´montrer un certain nombre de proprie´te´s formelles des
solutions des TBA (3.19). Inversement, la donne´e des e´quations de fusions (3.16) et
des comportements asymptotiques des Trj permet de “remonter” du Y-syste`me a` des
e´quations du type de (3.19). Ceci a e´te´ fait dans le cas SU(2) dans [72], et ge´ne´ralise´ au
cas SU(N) (mais avec des erreurs dans la de´rivation – misprints ?) dans [70]. Evidem-
ment, les e´quations ainsi obtenues ne sont pas re´ellement des TBA, puisque le syste`me
conside´re´ n’est pas a` tempe´rature finie mais dans un des e´tats excite´s au-dessus du vide.
On les appelle e´quations “TBA-like”. Pour des mode`les relativistes44, pour lesquels
g˜rj = sin(πr/N)(α
+
j e
+ζ + α−j e
−ζ), le lien avec les vraies TBA est le suivant: dans une
limite d’e´chelle approprie´e, les TBA-like de´crivent le mode`le correspondant sur un es-
pace compactifie´ de longueur finie; graˆce a` l’invariance modulaire, on voit donc que les
44 L’invariance relativiste n’est en fait pas indispensable, mais nous nous limiterons a` ce cas.
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TBA-like pour l’e´tat du vide sont en fait les TBA usuelles apre`s transformation mod-
ulaire τ → −1/τ ; quant aux TBA-like pour les e´tats excite´s, elles correpondraient a`
d’e´ventuelles “TBA pour les e´tats excite´s”, qui n’ont pas d’interpre´tation physique di-
recte. De telles TBA ont effectivement e´te´ introduites re´cemment [73].
Remarquons que la de´rivation des TBA-like n’utilise jamais l’hypothe`se de corde; et
pourtant on obtient la meˆme structure des e´quations a` deux indices que dans les TBA.
Ceci est bien suˆr directement lie´ a` la remarque faite au 2.3.1 sur l’interpre´tation de
l’hypothe`se de corde en termes de fusion. En un certain sens, les TBA-like justifient donc
a posteriori l’usage de l’hypothe`se de corde dans les TBA.
Passons maintenant aux e´quations de fusion modifie´es. Celles-ci proviennent de la
remarque suivante: ni le Y-syste`me ni les e´quations de fusion usuelles ne peuvent con-
tenir toute la physique d’un mode`le, puisque par rapport aux TBA, on a perdu le second
membre. Cependant il existe une manie`re de de´finir des caracte`res modifie´s, qui ve´rifient
des e´quations de fusion modifie´es: celles-ci n’ont pas de signification alge`brique profonde,
mais par contre elles incorporent le second membre des TBA.
Les e´quations de fusion modifie´es apparaissent naturellement dans le mode`le de
Kondo (voir [III.3.3]), puisqu’elles correspondent a` l’ide´e intuitive que l’on peut obtenir
des impurete´s de spin supe´rieur en fusionnant plusieurs impurete´s45. Les caracte`res mod-
ifie´s sont de´finis par l’e´quation (III.3.13), qui, dans le cas SU(2), diffe`re de la relation
entre matrices de transfert (ou caracte`res non-modifie´s) et fonctions Y utilise´e dans [72]
par des facteurs scalaires. En tenant compte du fait que toutes les fonctions log(1+η(ζ))
sont borne´es, on peut prolonger les caracte`res sur une bande du plan complexe, et inverser
(III.3.13), ce qui aboutit a` l’e´quation (III.3.15). On peut alors montrer que les caracte`res
χrj ve´rifient des e´quations de fusion modifie´es du type:
χrj (ζ + iπ/N)χ
r
j(ζ − iπ/N) = χr+1j (ζ)χr−1j (ζ)
+ χrj+1(ζ)χ
r
j−1(ζ) exp
(
sin(πr/N)(α+j e
+ζ + α−j e
−ζ)
) (3.20)
c’est-a`-dire que le second membre des TBA apparaˆıt de telle sorte que l’on peut
repre´senter les e´quations de fusion modifie´es par les meˆmes diagrammes de BAE physiques
que les TBA. Les liens entre noeuds correspondent aux liens entre caracte`res dans les
45 Cette ide´e intuitive est de´ja` exprime´e dans [74], mais l’analyse perturbative de [74] ne
leur permet pas d’obtenir les e´quations de fusion modifie´es qui contiennent des informations
non-perturbatives.
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e´quations de fusion, et les noeuds coche´s voient le terme qui les connecte a` leurs voisins
horizontaux modifie´.
Les e´quations de fusion modifie´es, a` la diffe´rence des TBA, ne sont pas des e´quations
ne faisant intervenir que des fonctions re´elles, et elles ne se preˆtent donc pas bien aux
simulations nume´riques ou a` certains types de calculs analytiques. Par contre, elles
permettent des calculs a` un niveau formel qui peuvent s’ave´rer inte´ressants: ainsi, dans
[III.4], de nombreuses quantite´s thermodynamiques sont obtenues de manie`re e´le´mentaire
graˆce aux e´quations de fusion.
Les e´quations de fusion modifie´es permettent e´galement d’interpre´ter les valeurs lim-
ites dans les TBA (cf fin du [III.3]). En effet, on voit que dans la limite ζ → ±∞, on
peut ne´gliger les de´calages du parame`tre spectral, de sorte que les e´quations de fusion
modifie´es se re´sument a` de simples e´quations pour les caracte`res de SL(N). Cependant,
le facteur exp(sin(πr/N)αje
ζ) (nous conside´rons un mode`le a` une chiralite´), qui tend soit
vers 1 soit vers 0, restreint l’intervalle des indices des e´quations de fusion. Dans les cas les
plus simples, ces restrictions correspondent simplement a` remplacer les relations de car-
acte`res de SU(N) par les relations de caracte`res de l’alge`bre des repre´sentations tronque´e
de Uq(sl(N)) avec q = −e−iπ/(f+N). De manie`re ge´ne´rale, on peut affirmer que la modi-
ficiation des e´quations de fusion fait passer des e´quations de fusion du groupe quantique
nu (ζ = −∞) aux e´quations de fusion du groupe quantique physique (ζ = +∞).
Dans les TBA, la condition de positivite´ des η impose le choix de la valeur propre de
Perron–Frobenius des matrices d’adjacence, c’est-a`-dire la dimension pour SU(N) et la
q-dimension pour Uq(sl(N)). On reconstitue finalement les valeurs limites η
r
j (±∞) graˆce
aux e´quations du type (3.17).
Prenons un exemple: les valeurs limites (3.13) s’obtiennent facilement a` par-
tir des q-dimensions des trois groupes quantiques Ueipi/(a+2)(sl(2)), Ueipi/(b+2)(sl(2)) et
Ueipi/(a+b+2)(sl(2)) (on a ηj = dj+1dj−1 ou` dj est la q-dimension de la repre´sentation de
spin j/2: dj = ⌊j+1⌋). On remarque alors que les sommes dilogarithmiques qui apparais-
sent dans (3.14) sont encore calculables si l’on remplace la q-dimension dj par un autre
caracte`re [75], et font apparaˆıtre les poids conformes du mode`le, indiquant que pour les
“TBA pour les e´tats excite´s”, les valeurs limites sont donne´es par les diffe´rents caracte`res
et non la seule q-dimension.
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3.3. Une alternative aux TBA: les Equation Non-Line´aires Inte´grales (NLIE)
Nous avons vu dans la section pre´ce´dente qu’il est possible de conside´rer, par in-
variance modulaire, des the´ories sur un espace compactifie´ de longueur finie, et d’obtenir
des e´quations similaires aux TBA. Nous appellerons ge´ne´riquement les e´quations cor-
respondant a` un espace fini des Equations Non-Line´aires Inte´grales (NLIE), du fait de
leur forme. Ici, nous ne inte´resserons pas aux NLIE “TBA-like” comme dans la section
pre´ce´dente, mais au contraire a` des NLIE qui ont une structure plus simple que les TBA:
nous verrons que nos NLIE ne reproduisent que la structure du diagramme de Dynkin
de l’alge`bre de syme´trie correspondante, sans qu’il y ait de second indice de corde. Des
e´quations de ce type ont e´te´ e´crites pour les mode`les a` 6 vertex et a` 19 vertex (spin 1)
dans [76] et ont e´te´ obtenues inde´pendamment dans le cadre de la the´orie des champs
relativiste (Sine–Gordon) dans [77]. Des re´fe´rences plus comple`tes sont donne´es dans
[IV], qui traite de la ge´ne´ralisation de ces NLIE a` une alge`bre de Lie simplement lace´e
quelconque, et qui utilise les me´thodes de [78].
Les NLIE que nous allons voir maintenant se de´marquent notablement des TBA: tout
d’abord, l’hypothe`se de corde n’y est pas applicable, les e´tats excite´s pouvant contenir
des racines situe´es n’importe ou` dans le plan complexe; par contre, l’e´tude d’un seul e´tat
(l’e´tat fondamental) donne autant d’information que les TBA (et en particulier, dans
l’UV, la charge centrale), tandis que l’e´tude des e´tats excite´s fournit des informations
inaccessibles par les TBA (dans l’UV, les poids conformes).
3.3.1. Les NLIE de Toda affine en couplage imaginaire
Le mode`le de Toda affine est pre´sente´ brie`vement dans [IV.1,9.1]. Reprenons cette
pre´sentation. Si φ est un champ bosonique appartenant a` la sous-alge`bre de Cartan d’une
alge`bre de Lie g de rang n, αs, 1 ≤ s ≤ n sont les racines simples de g, et −α0 est la
racine la plus haute de g, alors l’action de Toda affine avec une constante de couplage
imaginaire est donne´e par
S = 1
4π
∫
d2x
[
(∂µΦ)
2 +M2
n∑
s=0
e−i〈α
s,Φ〉/R
]
(3.21)
Cette action pose plusieurs proble`mes: tout d’abord, elle n’est pas re´elle, ce qui est lie´ au
fait que la the´orie n’est pas unitaire. Ensuite, elle n’est pas renormalisable telle quelle,
puisque la perturbation engendre tous les ope´rateurs du type e−i〈α,φ〉 ou` α parcourt le
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re´seau des racines. Ces ope´rateurs apparaissent d’ailleurs quand on bosonise le mode`le
NJL SU(N) [79]: en effet, celui-ci est e´quivalent a` la the´orie bosonique
S = 1
4π
∫
d2x
(∂µΦ)2 +M2 N∑
a,b=1
cos((Φa − Φb)/R)
 (3.22)
avec R = 1/
√
2. (3.22) se distingue de (3.21) par le fait que l’action est re´elle et contient
des ope´rateurs perturbants supple´mentaires qui rendent la the´orie renormalisable. Pour
R > 1/
√
2, la perturbation ne produit pas d’ope´rateurs plus pertinents que ceux de (3.21),
et il est concevable, par extension du cas isotrope, que le mode`le de Toda affine en cou-
plage imaginaire soit e´quivalent au mode`le NJL anisotrope associe´ a` la meˆme alge`bre g,
dont la bosonisation produit les ope´rateurs manquants qui assurent la renormalisabilite´.
Nous allons donc e´crire des Equations Non-Line´aires Inte´grales non pas pour Toda affine,
mais pour le mode`le NJL anisotrope.
Nous supposerons dore´navant que l’alge`bre de Lie g est simplement lace´e. Le point de
de´part des NLIE est la donne´e des Equations d’Ansatz de Bethe qui sont la ge´ne´ralisation
a` Uq(ĝ) des e´quations (1.29) pour g = sl(2) (Eq. (IV.2.4)). Les inhomoge´ne´ite´s sont
alterne´es θk = ±θ, θ → ∞: ce sont celles du mode`le NJL anisotrope. On peut don-
ner une autre interpre´tation a` ces inhomoge´ne´ite´s alterne´es en termes de re´gularisation
sur re´seau de la the´orie des champs que l’on obtient dans la limite d’e´chelle: c’est
l’approche dite du coˆne de lumie`re [80]. Le re´seau est tourne´ de 45 degre´s par rap-
port a` l’ordinaire, c’est-a`-dire que l’on conside`re une matrice de transfert diagonale a`
diagonale. Les e−iE
±
= e−i(E±P ) donne´s par l’Eq. (IV.2.5)46, en particulier, sont les
translations des deux pas e´le´mentaires du re´seau, qui sont dans les deux directions du
coˆne de lumie`re. Dans cette approche, on peut, dans le cas g = sl(2), de´montrer que
certains ope´rateurs, obtenus par une transformation du type Jordan–Wigner, ve´rifient
les e´quations du mouvement du mode`le de Thirring massif, ce qui justifie le lien avec ce
mode`le. Cependant, comme il est explique´ dans [81], ceci ne permet pas de distinguer
entre les diffe´rents mode`les “e´quivalents” a` Sine–Gordon. Nous e´luciderons ce point lors
du calcul des poids conformes UV (3.3.2).
46 Notons qu’ils diffe`rent par des signes des expressions (Eq. (1.30)) que nous avons utilise´s
jusqu’ici. Ce signe peut eˆtre absorbe´ dans le choix de conditions aux bords (pe´riodiques ou
anti-pe´riodiques) pour les fermions nus.
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Partons donc des fonctions de comptage Zs (Eq. (IV.3.1)) pour un e´tat excite´ au-
dessus du vide (qui contient un nombre fini d’excitations physiques), et distinguons deux
types de racines des BAE: les racines re´elles qui constituent le vide de la the´orie, et les
racines complexes – on ne parle plus de cordes puisque l’hypothe`se de corde ne s’applique
pas. On utilise alors une inte´grale de contour pour re´crire la contribution aux fonctions de
comptage de racines re´elles. Notons que cette astuce ne fonctionne que pour les mode`les
non-fusionne´s, pour lesquels le vide n’est constitue´ que de racines re´elles. On parvient
alors, apre`s une se´rie de transformations, et le passage a` la limite d’e´chelle, aux NLIE
(IV.3.17), que nous re´crivons ici dans les notations de cette the`se:
Zs(ζ) =M sL sinh ζ +Xst ⋆ Qt(ζ) +
MtH∑
α=1
χst(ζ − ηtα)−
MtC∑
α=1
χst(ζ − ξtα) (3.23)
ou` nous avons suppose´ pour simplifier qu’il n’y a pas de racines/trous spe´ciaux. La
fonction re´elle Qs est de´finie par Qs(ζ) ≡ Zs(ζ) mod 2π (la` aussi, nous simplifions en
supposant δs = 0), et |Qs(ζ)| < π. Les Xst sont des noyaux donne´s dans (IV.3.15-16), et
χst sont les primitives de 2πXst. Enfin les M s sont les masses des diffe´rentes excitations
physiques.
Pour interpre´ter les NLIE (3.23), et en particulier les Xst, regardons tout de suite
la limite L → ∞. On voit facilement que les termes non-line´aires Xst ⋆ Qt sont ex-
ponentiellement petits (en e−ML, ou` M est une e´chelle de masse de l’ordre des Ms,
typiquement la plus petite masse). Une fois ces termes retire´s, les NLIE (3.23) peuvent
alors eˆtre conside´re´es tout simplement comme le fait que les Zs(ζ) sont des fonctions de
comptage “physiques” pour les trous et racines complexes. En effet, on a bien: Zs(ηsk) et
Zs(ξ
s
k) e´gaux a` 2π fois des demi-entiers, ce qui est la de´finition d’une fonction de comp-
tage. En particulier, en conside´rant des configurations sans racines complexes, les χst
s’identifient au de´phasage des trous lors de la diffusion de plus haut poids. Ainsi, dans
le cas g = sl(N), la matrice S11 (Eq. (IV.6.4)) se re´crit explicitement:
Ŝ11(ζ) = exp
(
i
∫ +∞
0
dκ
sin(Nκζ/π)
κ
sinh((p+ 1−N)κ) sinhκ
sinh(pκ) sinh(Nκ)
)
=
Γ
(
1 + i ζ
2π
)
Γ
(
1− 1
N
− i ζ
2π
)
Γ
(
1− i ζ2π
)
Γ
(
1− 1N + i ζ2π
)
∞∏
n=1
Γ
(
np
N + 1 + i
ζ
2π
)
Γ
(
np+1
N − i ζ2π
)
Γ
(
np−1
N + 1− i ζ2π
)
Γ
(
np
N + i
ζ
2π
)
Γ
(
np
N + 1− i ζ2π
)
Γ
(
np+1
N + i
ζ
2π
)
Γ
(
np−1
N + 1 + i
ζ
2π
)
Γ
(
np
N − i ζ2π
)
(3.24)
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On conclut donc que le passage de (IV.3.1) a` (IV.3.17), dans la limite L→∞, s’identifie
a` la dualite´ particule-trou entre ondes de spin et spinons.
Cette interpre´tation montre aussi la diffe´rence essentielle entre les fonctions de comp-
tage des pseudo-particules, qui sont celles dont nous sommes partis (Eq. (IV.3.1)), et les
fonctions de comptage physiques donne´es par (3.23) sans la non-line´arite´. Pour ce qui
est de la premie`re expression, elle est exacte a` toute longueur L, ce qui provient en
dernie`re analyse du fait que les interactions entre pseudo-particules sont ponctuelles47;
la seconde expression, en revanche, n’est valide qu’a` L→∞, puisqu’il y a des corrections
en exp(−ML), qui correspondent au fait que, lorsque le rayon L devient trop faible, de
sorte que les particules deviennent trop rapproche´es (par rapport a` l’e´chelle de distance
du syste`me, qui est 1/M), la notion d’e´tat asymptotique (compose´ de particules libres)
n’est plus valable. La non-line´arite´ modifie alors la quantification des rapidite´s, et permet
ainsi d’avoir une limite ultra-violette non-triviale, que nous allons maintenant examiner.
3.3.2. Limite ultra-violette et poids conformes
Dans la limite L→ 0, les NLIE (3.23) exhibent un comportement similaire aux TBA,
c’est-a`-dire le de´couplage des chiralite´s [IV.7-8]. Cependant, le de´couplage n’est total que
pour l’e´tat fondamental: pour les e´tats excite´s, il reste un couplage re´siduel que constitue
le “twist” des e´quations chirales l’une sur l’autre. Ce “twist” apparaˆıt explicitement
dans les fonctions de comptage Zs comme des constantes qui traduisent l’interaction
entre particules de chiralite´s diffe´rentes (et donc de diffe´rence de rapidite´s divergentes).
Il conduit a` une valeur non-triviale de Zs±(∓∞); ge´ne´riquement, on a (Eq. (IV.7.8)):
Zs+(−∞) = Zs−(+∞) ≡ γ∆rs mod 2π
ou` ∆rs = rs+ − rs− est la diffe´rence des nombres quantiques g des particules droites et
gauches.
On peut alors calculer le terme en 1/L de l’e´nergie d’un e´tat excite´ pour L→ 0, ce
qui par de´finition nous fournit le poids conforme UV correspondant (ainsi que la charge
centrale, bien suˆr, puisque les poids conformes sont de´cale´s de c/24 sur le cylindre). Le
calcul [IV.8] est assez complexe, mais le re´sultat, lui, est simple: la charge centrale vaut
le rang de l’alge`bre, et, ge´ne´riquement, on trouve que le poids conforme est donne´ par:
∆± =
∑
s,t(C
−1)st [rs ± (1− γ/π)∆rs] [rt ± (1− γ/π)∆rt]
8(1− γ/π) + p
± (3.25)
47 comme celles entre particules nues; on peut le voir en utilisant l’Ansatz de Bethe en Coor-
donne´es, et non l’Ansatz de Bethe Alge´brique, pour la diagonalisation de la matrice de transfert.
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ou` (C−1)st est l’inverse de la matrice de Cartan avec la normalisation usuelle, c’est-a`-dire
Cst = 2δst−Ast (Ast est la matrice d’adjacence du diagramme de Dynkin de g). p± sont
des entiers positifs. Les nombres quantiques rs sont lie´s au groupe U(1)N−1 (charges
topologiques pour le champ φ de Toda affine) qui est une syme´trie de la the´orie tout le
long du flot de groupe de renormalisation, tandis que les ∆rs n’ont de sens qu’au point
fixe UV (la notion de particules gauche et droite n’a de sens qu’au point fixe UV), et
correspond a` une nouvelle syme´trie chirale U(1)N−1 qui est brise´e par la perturbation
hors du point fixe UV.
On trouve dans [IV.A] une analyse ge´ne´rale de ces poids conformes. Nous allons
nous limiter ici a` quelques remarques sur le cas g = sl(N), avant d’examiner plus en
de´tail le cas g = sl(2). Rappelons qu’en posant p± = 0 dans (3.25), on obtient les poids
conformes primaires pour l’alge`bre de Kac–Moody û(1)
N−1⊕ û(1)N−1.
Supposons d’abord γ = 0. On a alors la formule particulie`rement simple:
∆± =
1
2
∑
s,t
(C−1)strs±rt± (3.26)
Les deux chiralite´s sont donc totalement de´couple´es. Ve´rifions que ces re´sultats de´crivent
bien le point fixe UV du mode`le NJL SU(N), qui n’est autre (d’apre`s la liberte´ asympto-
tique) que N fermions de Dirac libres. Dans une the´orie de N fermions de Dirac libres, les
deux chiralite´s sont effectivement comple`tement de´couple´es, et pour une chiralite´ donne´e
(N fermions de Weyl), on sait que les poids conformes primaires pour l’alge`bre de Kac–
Moody û(1)
N
sont donne´s par
∆ =
1
2
N∑
a=1
(µa)2
ou` µa est le poids du ae`me ge´ne´rateur de U(1)N (matrice avec un 1 a` la ligne a, colonne
a). En utilisant la relation rs = µs − µs+1, on obtient:
∆ =
1
2
∑
s,t
(C−1)strsrt +
1
2N
(∑
a
µa
)2
(3.27)
∑
a µ
a est la charge U(1) globale qui est lie´e au secteur U(1) de´couple´; si l’on retire le
terme correspondant dans (3.27), on obtient (3.26). On en de´duit que dans l’UV, la NLIE
(3.23), a` γ = 0, de´crit N fermions de Dirac libres (soit la fermionisation [82] de la the´orie
conforme de WZW U(N) au niveau 1), auxquels on a retire´ un secteur U(1). Bien suˆr,
l’ope´ration qui consiste a` retirer le secteur U(1) est quelque peu artificielle, car du fait
104
que U(N) = (SU(N) × U(1))/ZN , les secteurs SU(N) et U(1) restent couple´s par des
relations modulo N ; explicitement, dans (3.27), on voit que la charge U(1)
∑
a µ
a est
congrue a`
∑
s sr
s modulo N . En particulier, les proprie´te´s modulaires de la fonction de
partition sur le tore, dans laquelle a e´te´ retire´ le secteur U(1), sont de´truites.
Pour γ > 0, au contraire, du fait des twists, les deux chiralite´s restent couple´es (dans
(3.25), r+ apparaˆıt dans ∆− et vice versa) par ce qu’on interpre`te comme les modes ze´ros
de la the´orie. Nous ne discuterons pas plus le cas anisotrope, car il correspond a` une
the´orie non-unitaire (sauf pour g = sl(2), que nous traiterons a` part). Nous allons a`
pre´sent proce´der a` la troncation a` γ = π/(p+ 1), qui re´tablit l’unitarite´ [47].
On a vu au 3.1.4 qu’en introduisant un champ magne´tique imaginaire approprie´ dans
les TBA, on reproduisait la troncation de groupe quantique. Quelle est la proce´dure ana-
logue pour la NLIE ? C’est la question qui est e´claircie au [IV.9.1]. Reprenons ce raison-
nement sous une forme le´ge`rement diffe´rente. Pour cela, partons de la fonction de parti-
tion (sur un espace infini) a` tempe´rature finie T = 1/β en pre´sence du champ magne´tique
imaginaire: Z(β) = tr(e−βHΩ), ou`H est le Hamiltonien de la the´orie fermionique (mode`le
NJL anisotrope), et Ω = e−B/T = q
∑
α>0
Hα est l’effet du champ magne´tique. Z(β) est es-
sentiellement la quantite´ que l’on calcule par les TBA. En termes d’inte´grale fonctionnelle,
Z(β) =
∫
ψ(x,t=β)=−Ωψ(x,t=0)
[dψdψ†] e−S[ψ,ψ
†] (3.28)
ou` S est l’action, dont nous n’avons pas besoin explicitement car nous travaillons a` un
niveau formel.
Effectuons alors la transformation modulaire x↔ t dans (3.28): on trouve que Z(β)
est maintenant la fonction de partition sur un espace compactifie´ de longueur β, avec
des conditions aux bords twiste´es par Ω. Ceci nous indique donc la marche a` suivre: il
suffit d’introduire un “twist” dans la NLIE (3.23), qui jouera le meˆme roˆle que le champ
magne´tique imaginaire.
On refait alors le calcul des corrections de taille finie en tenant compte du twist
[IV.9.2-9.3]; si celui-ci est suffisamment petit, il a pour seul effet de rajouter un terme
inhomoge`ne dans les formules de corrections de taille finie, d’ou` la charge centrale et les
poids conformes (IV.9.13-9.14) qui sont, dans le secteur pair de la the´orie (rs et ∆rs pairs)
ceux des The´ories Conformes Rationnelles avec la syme´trie conforme e´tendue W (g).
Remarque: Les poids conformes UV (3.25) sont tre`s voisins des poids conformes IR de la
chaˆıne de spins XXZ SU(N) correspondante. Cependant, ils sont distincts, puisque ces
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derniers sont exactement donne´s par (3.25), mais apre`s e´change de rs ↔ ∆rs, ou` les rs
sont toujours les nombres quantiques U(1)N−1, et les ∆rs sont les nombres quantiques
d’un U(1)N−1 chiral qui apparaˆıt au point fixe IR. Cette diffe´rence est bien suˆr lie´e a` la
manie`re diffe´rente dont sont de´finies les deux chiralite´s dans les deux mode`les, ce qui au
final est duˆ aux inhomoge´ne´ite´s diffe´rentes (θk → ±∞ dans un cas, θk = 0).
Une autre manie`re d’expliquer cette dualite´ est la suivante: appelons rs les charges
magne´tiques de Toda affine, et ∆rs les charges e´lectriques. On voit que la dualite´ e´lectro-
magne´tique rs ↔ ∆rs revient a` e´changer 1 − γ/π et 1/(1 − γ/π). Dans le cas de Toda
affine, pour que la charge magne´tique soit conserve´e tout le long du flot, il faut que les
ope´rateurs perturbants soient purement e´lectriques. De plus, comme on est au point fixe
UV, ils doivent eˆtre pertinents. Au contraire, au point fixe IR de la chaˆıne de spins, les
ope´rateurs doivent eˆtre non-pertinents, et il est donc naturel de supposer (inte´grabilite´
du flot) que ceux-ci sont pre´cise´ment les duaux de ceux de Toda affine, qui sont eux
non-pertinents (puisque γ = 0 est le point de transition de type Kosterlitz–Thouless, et
si 1 − γ/π < 1, alors 1/(1 − γ/π) > 1). Ils sont alors purement magne´tiques, donc les
charges conserve´es tout le long du flot sont les charges e´lectriques, ce sont donc elles
qu’on appelle rs dans la chaˆıne de spins, d’ou` finalement l’e´change rs ↔ ∆rs.
3.3.3. Retour sur le cas g = sl(2)
Pour discuter des subtilite´s qui existent entre les diffe´rents mode`les bosoniques et
fermioniques e´quivalents, il est plus simple de revenir au cas g = sl(2). Celui-ci pre´sente
l’originalite´ de posse´der trois mode`les e´quivalents: en plus du mode`le NJL anisotrope et
du mode`le de Sine–Gordon (cas particulier de Toda affine complexe), on a le mode`le de
Thirring massif, que nous allons de´finir ci-dessous.
Ces trois mode`les sont e´quivalents au sens ou` leurs fonctions de partition sur un
cylindre (mais pas sur un tore) sont e´gales, ou encore au sens ou` on peut e´tablir des
identifications entre certains ope´rateurs des diffe´rents mode`les. Cependant, ceci ne suffit
pas a` assurer que les Hilberts des diffe´rents mode`les sont identiques, et, de fait, il est
montre´ dans [81] que ceux de Sine–Gordon et Thirring massif sont distincts. L’ide´e de
cet article, que nous allons reprendre ici, consiste a` analyser la destine´e des diffe´rents
e´tats du Hilbert dans la limite ultra-violette: ils doivent alors s’apparenter a` des e´tats
de la the´orie conforme ultra-violette, que l’on sait classifier explicitement. Ceci nous
permettra de plus une comparaison directe avec les re´sultats du 3.3.2.
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• Mode`le de Sine–Gordon.
L’analyse de Sine–Gordon et de sa limite ultra-violette n’est qu’un cas particulier de
celle qui est effectue´e pour Toda affine complexe dans [IV 9,A], mais nous allons tout de
meˆme la reprendre rapidement.
L’action de Sine–Gordon est:
S = 1
8π
∫
d2x
[
(∂µΦ)
2 +M2 cos(Φ/R)
]
La constante de couplage M fixe, apre`s renormalisation approprie´e, l’e´chelle de masse du
syste`me, et ne nous inte´resse donc pas dans l’UV. Le champ bosonique Φ appartient a
priori a` la droite re´elle.
Le mode`le posse`de les quantite´s conserve´es suivantes:
⋄ Du fait de la syme´trie Φ → Φ + 2πR, on a un ope´rateur T : TΦT−1 = Φ + 2πR dont
les valeurs propres sont de module 1.
On peut donc le diagonaliser, ce qui correspond a` la de´composition suivante du
Hilbert H:
H =
⊕
θ∈[0,2π]
Hθ
Hθ (θ 6= 0) est le secteur “twiste´” de valeur propre eiθ. H0 est le secteur non-twiste´ de
la the´orie (le Hilbert de Sine–Gordon habituel), il correspond a` compactifier le boson Φ:
Φ ≡ Φ + 2πR. Nous verrons que tous les mode`les e´quivalents a` Sine–Gordon ont leur
Hilbert inclus dans le “grand” HilbertH, c’est-a`-dire dans des secteurs twiste´s approprie´s.
Dans la limite UV, la syme´trie Φ→ Φ+2πR est e´tendue en une syme´trie Φ→ Φ+cst,
d’ou` une nouvelle quantite´ conserve´e N , la charge e´lectrique (dans le langage des cordes,
N /R constitue l’impulsion dans l’espace cible). On fixe la normalisation de N par la
relation: T = e2πiN , de sorte que dans un secteur Hθ, les valeurs propres n de N ve´rifient:
n ∈ Z+ θ2π . En particulier, dans le secteur non-twiste´, la charge e´lectrique est entie`re.
⋄ Supposons que nous conside´rons la the´orie sur un espace compactifie´ de longueur L,
et faisons tendre L (plus pre´cise´ment ML, ou` M est l’e´chelle de masse renormalise´e)
vers l’infini. Du fait que le potentiel cos(Φ/R) a pour minima Φ = 2πmR (m entier),
on a ne´cessairement Φ(x = +∞) − Φ(x = −∞) = 2πmR, ou` m est la valeur propre
entie`re de la chargeM associe´e au courant topologique ∂xΦ. Par extension, il est naturel
(mais non obligatoire) d’imposer, meˆme pour ML < ∞, la condition de quantification:
Φ(x + L) = Φ(x) + 2πm de la charge M. Insistons sur le fait que ceci est un choix de
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conditions aux bords, et non de compactification de Φ. Dans le secteur non-twiste´ HsG,
ce sont des conditions aux bords pe´riodiques pour Φ. M est nomme´e charge magne´tique
(ou, pour les cordistes, nombre d’enroulement).
Dans la limite ultra-violette, on aboutit a` la the´orie d’un simple boson libre. Di-
gressons un instant: on appelle aussi parfois cette the´orie gaz de Coulomb conforme,
mais cette appellation est un peu trompeuse, car le gaz de Coulomb proprement dit,
c’est-a`-dire le gaz de particules e´lectriques (ou magne´tiques) en interaction coulombienne
n’apparaˆıt que graˆce a` la perturbation (les ope´rateurs de vertex e±iΦ(x)/R cre´ent des
sources d’impulsion au point x qui sont les charges e´lectriques, tandis que les ope´rateurs
“duaux” – voir plus loin – cre´ent des vortex qui sont les charges magne´tiques). Nos
charges magne´tique et e´lectrique ne sont pas des vraies charges ponctuelles, mais des
effets de topologie globale de type instantonique.
Revenons au boson libre: la the´orie est conforme, elle se scinde en ses deux chiralite´s;
la solution des e´quations du mouvement est
Φ(x, t) = φ+(x+) + φ−(x−)
avec x± = t± x, et on a deux courants chiraux j±(x±) = ∂±φ± qui forment deux copies
de l’alge`bre de Kac–Moody û(1). Les ope´rateurs primaires pour ces deux alge`bres sont
les ope´rateurs de vertex
O = ei(α+φ++α−φ−)
dont les charges U(1) chirales α± se recombinent pour former les charges e´lectrique n et
magne´tique m selon la formule:
α± = ±mR
2
+
n
R
(3.29)
Les poids conformes sont alors donne´s par
∆± =
1
2
(α±)2 (3.30)
Rappelons que dans le secteur non twiste´, le re´seau des charges e´lectrique/magne´tique
est: (m,n) ∈ Z × Z. On remarque alors la dualite´ e´lectromagne´tique qui consiste en la
transformation: R → 2/R et m ↔ n. Au point self-dual R = √2, il est bien connu que
l’on a une syme´trie plus grande: l’alge`bre de Kac–Moody û(1) est aggrandie en ŝl(2),
les ge´ne´rateurs supple´mentaires e´tant les ope´rateurs de vertex: m = n = ±1 pour la
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chiralite´ droite, m = −n = ±1 pour la chiralite´ gauche. Cette syme´trie sl(2) est impor-
tante pour nous puisqu’elle doit eˆtre lie´e a` la limite isotrope de Sine–Gordon (point de
Kosterlitz–Thouless).
Pour mieux comprendre ce point, discutons des ope´rateurs perturbants e±iΦ/R, qui
sont purement e´lectriques de charge ±148: leur dimension vaut ∆± = 12R2 . Ils sont donc
pertinents pour R > 1/
√
2. On identifie le point R = 1/
√
2 au point de transition de
Kosterlitz–Thouless: on voit qu’il est distinct du point self-dual R =
√
2.
Plac¸ons-nous alors a` un rayon double R′ = 2R, et perturbons avec les meˆmes
ope´rateurs e±iΦ/R = e±2iΦ/R
′
, qui sont maintenant de charge e´lectrique ±2: nous ap-
pellerons cette the´orie Sine–Gordon(2). La dimension vaut toujours ∆± = 2R′2 , de telle
sorte que le point de Kosterlitz–Thouless est au point self-dual R′ =
√
2. Cependant, la
condition de quantification de la charge magne´tique n’est plus correcte: en effet, le nou-
veau potentiel cos(2Φ/R′) posse`de des minima en mπR′, mais seules les configurations
telles que Φ(x+L)−Φ(x) = 2πmR′ sont admises: dans la limite IR, ceci signifie que l’on
n’obtient que les e´tats qui contiennent un nombre pair de solitons. Nous reviendrons sur
ce point plus loin.
• Mode`le de Thirring massif.
Par souci de comple´tude, nous introduisons e´galement le mode`le de Thirring massif,
bien qu’il ne nous soit pas utile. Son action vaut:
S =
∫
d2x
[
iΨ¯/∂Ψ¯− g
2
(Ψ¯γµΨ)
2 −MΨ¯Ψ
]
ou` Ψ est un fermion de Dirac. Ce mode`le posse`de une invariance U(1). Dans la limite UV,
comme pour le mode`le de Sine–Gordon, le terme de masse tend vers 0, et on est ramene´
au mode`le de Thirring non-massif, caracte´rise´ par sa constante de couplage g. Ce mode`le
posse`de une invariance supple´mentaire U(1)χ chirale, c’est-a`-dire qu’il y a invariance
se´pare´e des deux chiralite´s U(1)+ × U(1)−, que l’on recombine en (U(1)× U(1)χ)/Z2.
On montre [83] que le mode`le de Thirring massif est e´quivalent au mode`le de Sine–
Gordon; avec les conventions standard, la correspondance entre constantes de couplage
est: R2 = 1 + g/π. Dans l’ultra-violet, si l’on prend des conditions aux bords spatiales
anti-pe´riodiques pour le fermion, alors les poids conformes primaires (pour Kac-Moody
u(1)⊕ u(1)) de Thirring non-massif sont donne´s par les meˆmes formules (3.29)-(3.30), ou`
48 Ils brisent donc la dualite´ e´lectro-magne´tique de la the´orie UV.
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m est la charge U(1) (donc un entier), mais ou` n est la moitie´ de la charge U(1) chirale49.
Le re´seau des charges e´lectrique/magne´tique n’est donc pas celui de Sine–Gordon (non
twiste´), mais plutoˆt, en tenant compte du fait que les charges U(1) et U(1) chirale sont
congrues modulo 2: (m,n) ∈ 2Z × Z ∪ (2Z + 1) × (Z + 1
2
). Le fait que les re´seaux de
charges ne concident pas est bien connu des cordistes, puisqu’on passe de l’un a` l’autre
par une projection GSO. Celle-ci assure que la fonction de partition du boson libre sur
un tore est invariante modulaire, alors que celle de Thirring non-massif a des proprie´te´s
modulaires caracte´ristiques d’une the´orie fermionique50.
Observons que le re´seau des charges posse`de cette fois une dualite´ R→ 1/R,m↔ 2n,
qui n’a pas de signification directe pour nous, a` part que le point self-dual est le point
bien connu du fermion de Dirac libre.
Enfin, on ve´rifie que les ope´rateurs perturbants MΨ¯∓Ψ± sont bien les meˆmes que
ceux de Sine–Gordon, c’est-a`-dire e´lectriques de charge ±1. Nous renvoyons le lecteur a`
[81] pour une analyse plus minutieuse de la relation entre Sine–Gordon et Thirring massif.
• Mode`le NJL anisotrope.
Terminons par le mode`le qui nous inte´resse le plus directement. Nous avons de´ja`
donne´ son action, que nous reproduisons ici:
S =
∫
d2x
[
iψ¯a/∂ψa − gj3µj3µ − f(j1µj1µ + j2µj2µ)
]
ou` les ψa sont deux fermions de Dirac. On a cette fois une syme´trie U(1)2 (un U(1) par
fermion), et une syme´trie U(1) chirale qui s’e´tend en U(1)2 chirale dans l’UV.
On montre que le mode`le NJL anisotrope est e´quivalent a` un boson (ou fermion de
Dirac) libre de´couple´ et a` un mode`le de Sine–Gordon. La relation entre constantes de
couplage de´pend la` encore de choix de regularisation; avec nos conventions, le rayon de
compactification du boson de Sine–Gordon est:
R2 =
1
2(1− g/π)
49 De manie`re plus ge´ne´rale, avec des conditions aux bords twiste´es Ψ(x + L) = −eiθΨ(x),
|θ| < π, on aurait: n = p
2
+ θ
2pi
, p charge U(1) chirale.
50 Remarquons que pour notre the´orie massive il y a deux projections GSO possibles puisqu’il
y a deux combinaisons invariantes modulaires: PP et AA+AP +PA; elles correpondent en fait
aux deux choix de rayons R et R′ pour la the´orie de Sine–Gordon re´sultante (avec bien suˆr les
meˆmes ope´rateurs perturbants e±iΦ/R = e±2iΦ/R
′
).
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Les poids conformes UV primaires u(1) ⊕ u(1) ⊕ u(1) ⊕ u(1) sont parame´trise´s par
les 4 charges ra±, a = 1, 2; du fait du de´couplage du secteur U(1), on les reparame´trise
ainsi: r±c = r
±
1 + r
±
2 , r
± = r±1 − r±2 . Alors, les poids sont donne´s par:
∆± =
1
8
(
±(r+ + r−)R+ (r
+ − r−)
2R
)2
+
1
4
(r±c )
2 (3.31)
En retirant la contribution du secteur U(1), on retrouve (3.29)-(3.30) a` condition de poser:
m = r+ + r− et n = (r+ − r−)/4. Ceci est cohe´rent avec le fait que la perturbation est
une interaction a` 4 fermions, et doit avoir une charge e´lectrique ±1. Le re´seau des charges
e´lectriques est cette fois: (m,n) ∈ 2Z × Z/2 ∪ (2Z + 1) × (Z/2 + 1
4
). On a une dualite´
R → 1/2R, m↔ 4n dont le point fixe est le point de transition de Kosterlitz–Thouless,
comme pour le mode`le de Sine–Gordon(2). Ceci sugge`re qu’il existe un lien direct entre
ces deux mode`les.
Nous avons repre´sente´ sur la figure 40 les re´seaux des charges pour Sine–Gordon(2) et
le mode`le NJL anisotrope. Ceci permet de constater que le second est inclus dans le pre-
mier: les e´tats de Sine–Gordon(2) correspondent exactement aux e´tats tels que r (et donc
∆r) est pair, ce qui est e´vident compte tenu des formules explicites: m′ = m/2 = (r+ +
r−)/2, n′ = 2n = (r+ − r−)/2 des charges e´lectrique et magne´tique de Sine–Gordon(2).
Fig. 40: Re´seau des charges e´lectro-magne´tiques. Les abscisses/ordonne´es sont
les r+/r−. Les gros cercles forment le re´seau de Sine–Gordon(2); comple´te´s par
les petits cercles, ils forment le re´seau du mode`le NJL. On a de plus entoure´ les
points correpondant aux courants sl(2) dans le cas isotrope (R = 1/
√
2, R′ =
√
2).
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• Comparaison avec les re´sultats de l’Ansatz de Bethe.
Prenons maintenant n = 1 dans la formule (3.25) des poids conformes donne´s par
l’Ansatz de Bethe; on trouve:
∆± =
1
16(1− γ/π)(±r + (1− γ/π)∆r)
2 (3.32)
(3.32) concide avec (3.31) en faisant les identifications normales: r = r+ + r−, ∆r =
r+ − r−, 1 − γ/π = 1/(2R2). De plus, si l’on se restreint au secteur pair (nombre pair
de solitons), on retrouve exactement Sine–Gordon(2) avec 1− γ/π = 2/R′2. C’est cette
dernie`re identification qu’on retrouve le plus fre´quemment dans la litte´rature.
Remarques:
⋆ Ces subtiles distinctions entre les diffe´rents mode`les e´quivalents doivent eˆtre rel-
ativise´es. Dans la limite ou` la taille L de l’espace compactifie´ tend vers l’infini,
comme explique´ dans [IV.9.1], tous les secteurs twiste´s de´ge´ne`rent. Il y a donc
de´ge´ne´rescence dans l’IR de bon nombre d’e´tats qui ont une destine´e diffe´rente dans
l’UV. La question non-triviale est de trouver quels sont exactement les diffe´rents
e´tats UV qui de´ge´ne`rent vers le meˆme e´tat IR; pour re´pondre a` cette question, il
faudrait une analyse de´taille´e des NLIE twiste´es (celle qui a e´te´ faite dans [84] est
un premier pas dans ce sens).
⋆ Apre`s avoir e´crit cette section de ma the`se, un preprint [85] sur les NLIE de Sine–
Gordon (e´quation de Destri–De Vega) est sorti. Les auteurs de [85], apre`s avoir
corrige´ quelques erreurs sans conse´quence dans [78] (qui avaient de´ja` e´te´ corrige´es
dans [IV] pour le cas plus ge´ne´ral d’une alge`bre simplement lace´e quelconque), ont
repris a` leur compte un certain nombre d’ide´es qui avait de´ja` e´te´ exprime´es dans [IV]:
• Les racines/trous “immobiles” doivent eˆtre conside´re´s comme des artefacts de
la contruction par l’Ansatz de Bethe, car ils conduisent a` des formules pour les
poids conformes UV qui ne sont pas interpre´tables.
• La valeur deM modulo 4 (deMs modulo 2h pour les alge`bres de rang supe´rieur,
cf remarque de bas de page nume´ro 2 dans [IV]) influe sur les proprie´te´s des e´tats
que l’on obtient par l’Ansatz de Bethe. Elle doit eˆtre choisie par des arguments
physiques inde´pendants.
• Les Equations de Destri–De Vega ne de´crivent pas exactement Sine–Gordon
(ou Thirring massif). Ce point est bien suˆr a` la base de mes travaux (on part
du mode`le NJL de´forme´). Cependant, du fait que dans [85], seuls les poids
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conformes des e´tats de charge e´lectrique nulle sont calcule´s explicitement, il
ne leur est pas possible de conclure que l’on de´crit vraiment le mode`le NJL
de´forme´. Remarquons que de toutes fac¸ons, les contraintes qu’ils imposent sur
l’alge`bre des ope´rateurs, sont, comme dans [81], trop fortes pour pouvoir trou-
ver le mode`le NJL de´forme´, qui n’apparaˆıt pas dans ce cadre du fait du secteur
U(1) de´couple´. L’existence de ce secteur U(1) peut pourtant eˆtre devine´e sans
recourir aux BAE nues du mode`le NJL, par le raisonnement suivant: quand on
de´finit l’e´nergie dans l’approche du coˆne de lumie`re, on de´finit re´ellement eiLǫ
±
avec E = M(ǫ+ + ǫ−). Quand on prend le logarithme de eiLǫ
±
, il apparaˆıt
naturellement une ambigute´ de 2π/L dans la de´finition de ǫ±, qui s’interpre`te
comme la contribution a` l’e´nergie du secteur U(1). C’est d’ailleurs cette contri-
bution qui permet d’e´viter a` la re´gularisation sur re´seau de l’approche du coˆne
de lumie`re le proble`me du doublement des fermions.
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4. Les mode`les σ principal, de Wess–Zumino–
Witten et de Kondo.
Le mode`le σ principal et sa ge´ne´ralisation, le mode`le de Wess–Zumino–Witten
(WZW) sont des mode`les de the´orie des champs a` deux dimensions que nous allons
introduire (section 4.1), avant de le re´soudre graˆce a` l’Ansatz de Bethe (section 4.1.1).
Nous utiliserons la technique des BAE physiques pour de´duire le spectre des excitations
physiques (sections 4.1.3, 4.1.4), et nous ferons quelques calculs thermodynamiques graˆce
aux TBA (sections 4.1.2, 4.1.5). Nous ge´ne´raliserons en particulier les re´sultats obtenus
dans [87] pour le mode`le de WZW SU(2) niveau 151 a` SU(N) et a` un niveau quelconque.
Le mode`le de Kondo ge´ne´ralise´ est un mode`le de matie`re condense´e, dont on verra
dans la section 4.3 qu’on peut le reformuler comme un proble`me de the´orie quantique
des champs a` 2 dimensions. On pourra alors lui appliquer l’Ansatz de Bethe. Il existe
un lien e´troit entre le mode`le de Kondo et la the´orie conforme de WZW (point fixe infra-
rouge du mode`le de WZW): on verra que le mode`le de Kondo se rame`ne a` placer une
impurete´ dans une the´orie conforme WZW, ou encore a` conside´rer une the´orie WZW a`
bord. C’est pourquoi nous traitons ces diffe´rents mode`les ensemble. Nous reviendrons
sur une partie du contenu de [III]: TBA, entropie a` tempe´rature nulle (4.3.2); mais nous
obtiendrons e´galement un certain nombre de re´sultats non-publie´s, tels que la structure
des excitations de basse e´nergie (4.3.1), ainsi qu’une e´tude comple´mentaire de la thermo-
dynamique de Kondo (4.3.3). Tous ces re´sultats nouveaux confirmeront les hypothe`ses
faites dans [III] sur la structure des excitations et sur la nature des diffe´rents points fixes
infra-rouges. Enfin nous e´tablirons succintement le lien entre l’approche de l’Ansatz de
Bethe et l’approche de The´orie Conforme du mode`le de Kondo (4.3.4); nous montrerons
comment la premie`re implique la seconde (et non l’inverse).
4.1. Les mode`les σ principal et WZW
Le mode`le de Wess–Zumino–Witten U(N) [58] est constitue´ d’un boson φ vivant
dans U(N) et dont l’action est:
A =
1
4g2
∫
d2x tr(∂µφ∂
µφ−1) + fΓ (4.1)
51 Notons que le niveau 1 est un mode`le tre`s particulier puisque la structure solitonique y est
“triviale”, en un sens a` de´finir – voir 4.1.4.
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ou` Γ est le terme topologique de Wess–Zumino; f est ne´cessairement entier. Pour f = 0,
on retrouve l’action du mode`le σ principal.
L’action (4.1) est invariante par U(N)L × U(N)R: φ → gLφg−1R . Les e´quations du
mouvement expriment la conservation des courants correspondants:
jµL =
1
2g2
∂µφφ−1 +
f
8π
ǫµν∂νφφ
−1
jµR =
1
2g2
φ−1 ∂µφ− f
8π
ǫµνφ−1 ∂νφ
L’action (4.1) est renormalisable; le flot de groupe de renormalisation est donne´ par la
figure 41.
1
2
3
4
5
f
1/g 2
Fig. 41: Flot de groupe de renormalisation de WZW. Les points fixes infra-rouges
sont situe´s sur les deux demi-droites donne´es par 1/g2 = |f/4π|.
Pour tout f , la the´orie est asymptotiquement libre (dans l’UV); au point fixe UV, il y
a alors 4 courants conserve´s j±L , j
±
R , du fait des syme´tries chirales. Au contraire, au point
fixe infra-rouge 1/g2 = f/4π (on suppose dore´navant f > 0), on voit que: ∂µj
µ
L = ∂+j
−
et ∂µj
µ
R = ∂−j
+ (∂± = ∂/∂x
±, x± = x0 ± x1), ou` j± sont les courants chiraux (c’est-
a`-dire que j± ne de´pend que de x±) de´finis par j+ = 1g2φ
−1 ∂+φ, j− = 1g2 ∂
−φφ−1.
Si l’on se de´barrasse de la composante U(1), il reste deux courants chiraux SU(N) qui
forment alors deux copies ̂sl(N)±f de l’alge`bre de Kac–Moody ̂sl(N) au niveau f , dont les
syme´tries sl(N)L et sl(N)R sont les sous-alge`bres horizontales.
4.1.1. Equations d’Ansatz de Bethe
Les mode`les σ principal et WZW sont inte´grables, et on peut donc essayer de leur
appliquer l’Ansatz de Bethe. Formellement, dans tout ce paragraphe, nous conside´rerons
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le mode`le σ principal comme le cas particulier f = 0 du mode`le de WZW, et ce bien que
les proprie´te´s physiques du mode`le σ principal diffe`rent de celles du mode`le de WZW, ce
qui nous obligera a` les traiter se´pare´ment par la suite.
Nous allons rappeler brie`vement par quelles me´thodes les Equations d’Ansatz de
Bethe peuvent eˆtre obtenues. Il y en a deux:
⋆ La premie`re me´thode consiste a` partir d’Equations d’Ansatz de Bethe nues [88]:
par des raisonnements un peu heuristiques, on montre que le mode`le de WZW U(N)
niveau f doit eˆtre e´quivalent a` un mode`le fermionique invariant U(N)52 dans lequel les
fermions gauches appartiennent a` une repre´sentation syme´trique a` fL boˆıtes, les fermions
droits a` une repre´sentation syme´trique a` fR boˆıtes, fR − fL = f , fL, fR → ∞. On
applique alors les techniques expose´es aux chapitres 1-2, et on obtient le diagramme de
BAE nues donne´ par la figure 42. Dans ce chapitre, les diagrammes de BAE ne seront
dessine´s que dans le cas SU(2), pour e´viter des figures trop volumineuses; les dessins
SU(N) sont obtenus a` partir des dessins SU(2) en plac¸ant plusieurs lignes de noeuds.
f fL R
Fig. 42: Dans la limite fL, fR → ∞, fR − fL ≡ f fixe´, ce diagramme de BAE
repre´sente le mode`le de WZW SU(2) au niveau f .
L’inconve´nient de cette me´thode tient au fait que seule la syme´trie SU(N)R ≡
SU(N) existe tant que fL, fR < ∞, la syme´trie SU(N)L e´tant pre´tendument restaure´e
a` fL, fR =∞.
Il a e´te´ objecte´ a` cette me´thode [89] que l’on n’obtenait pas re´ellement le Hilbert
complet du mode`le de WZW: plus pre´cise´ment, les auteurs de [89] ont fait un calcul ex-
plicite (dans le cas f = 0, mais le raisonnement est sans doute ge´ne´ralisable a` f > 0) de
la transformation de l’inte´grale fonctionnelle du mode`le fermionique en celle du mode`le
σ principal, en tenant compte des conditions aux bords pour les deux the´ories. Ils ont
montre´ que l’on n’obtenait ainsi que le secteur singlet pour la syme´trie SU(N)L du Hilbert
52 Le mode`le que nous re´solvons par l’Ansatz de Bethe est donc re´ellement une fermionisation
du mode`le de WZW U(N), qui, lui-meˆme, se scinde en un mode`le de WZW SU(N) et un secteur
U(1) de´couple´; cf la discussion du chapitre 3.
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du mode`le σ principal. Avec les techniques de´veloppe´es au chapitre 2, nous pouvons a`
pre´sent re´soudre cette difficulte´. Si l’on examine la figure 42, on se rend compte que
pour fL < ∞, la syme´trie SU(N)L n’existe pas mais est remplace´e par une syme´trie
Uq(sl(N)) avec q = − exp(−iπ/(fL + 2)). Cependant, comme cela a e´te´ explique´ au
2.3.3, cette syme´trie est “cache´e” au sens ou` le Hilbert n’est re´ellement que le secteur
singlet de Uq(sl(N)). Dans la limite f → ∞, la syme´trie de groupe quantique redevient
une syme´trie de groupe standard, mais toujours cache´e, et on aboutit bien a` la meˆme
conclusion que [89] (mais pour tout f). Il est meˆme remarquable que l’on puisse obtenir
cette conclusion par un raisonnement inde´pendant des BAE. En fait, toujours en suivant
la logique du 2.3.3, on pourrait modifier les conditions de bord pour obtenir toutes les
“bonnes” repre´sentations de Uq(sl(N)), mais meˆme cela serait tout-a`-fait insuffisant, car
le spin par unite´ de longueur s/L, qui est la quantite´ physique raisonnable dans la limite
thermodynamique L→∞, resterait nul53.
Comment re´soudre ce proble`me ? La solution passe par l’observation suivante: meˆme
si les solutions des e´quations a` fL =∞ obtenues comme limite des solutions des e´quations
a` fL < ∞ sont de spin nul, rien n’empeˆche les e´quations a` fL = ∞ d’avoir plus de so-
lutions ! En fait, plusieurs arguments permettent de se convaincre que les solutions des
BAE a` fL = ∞ recouvrent effectivement le Hilbert complet de WZW. Le premier est
l’e´vidente isosyme´trie SU(N)L ↔ SU(N)R qui est restaure´e a` fL =∞. A toute solution
de spin SU(N)R arbitraire, on peut, par retournement du diagramme de BAE, faire cor-
respondre une solution de spin SU(N)L arbitraire. Un autre argument est que les BAE
a` fL =∞ sont aussi la limite fL →∞ des BAE non-tronque´es Uq(sl(N)), puisque seuls
les noeuds envoye´s a` l’infini sont modifie´s par la troncation.
⋆ Une deuxie`me me´thode pour obtenir les BAE consiste a` trouver les matrices S
physiques par le bootstrap, et d’e´crire alors des BAE physiques directement. Ceci a e´te´
effectivement re´alise´ pour le champ chiral principal (f = 0) et pour le mode`le de WZW
au niveau f = 1 dans le cas SU(2) [87], et les BAE ainsi obtenues sont effectivement
e´quivalentes aux BAE nues de la figure 42. Le fait que les deux me´thodes propose´es don-
nent le meˆme re´sultat dans les cas, certes tre`s particuliers, ou` elles peuvent toutes deux
eˆtre applique´es, est un signe encourageant. Pour f > 1, il est difficile de deviner les matri-
ces S physiques par le bootstrap, et il nous faut faire confiance a` la me´thode des BAE nues.
Nous allons maintenant e´crire les TBA correspondantes, et analyser brie`vement com-
ment elles permettent de retrouver le flot de groupe de renormalisation.
53 Le proble`me se rame`nerait alors a` une question de non-commutativite´ des limites fL →∞
et L→∞.
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4.1.2. TBA, limites ultra-violette et infra-rouge
Dans la limite d’e´chelle, et par des me´thodes identiques a` celles utilise´es dans [III],
on obtient les BAE du mode`le de Wess–Zumino–Witten:
ρrj + (C
−1)qr ⋆ Cjk ⋆ ρ˜
q
k = sin
(πr
N
) E
2T
(
δj0e
−ζ + δjfe
ζ
)
(4.2)
et donc les TBA:
log(1 + (ηrj )
−1)− (C−1)qr ⋆ Cjk ⋆ log(1 + ηqk) = sin
(πr
N
) E
2T
(
δj0e
−ζ + δjfe
ζ
)
(4.3)
E est une e´chelle d’e´nergie engendre´e dynamiquement, caracte´ristique de la transition du
point fixe UV vers le point fixe IR. Nous verrons au 4.1.4 que pour f > 0, E s’interpre`te
plus pre´cise´ment comme l’e´chelle d’e´nergie de l’interaction entre particules gauches et
droites.
Nous avons repre´sente´ sur la figure 43 les TBA de WZW SU(2), ainsi que les limites
UV et IR.
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Fig. 43: TBA du mode`le de WZW SU(2).
Dans l’ultra-violet, le terme topologique de Wess–Zumino ne peut pas jouer de roˆle,
et la situation est donc identique quel que soit f . Il y a alors 4 diagrammes semi-infinis
qui correspondent a` la syme´trie SU(N)+L × SU(N)+R × SU(N)−L × SU(N)−R.
Cherchons a` calculer la charge centrale ultra-violette. On rencontre alors une diffi-
culte´: la contribution du diagramme “nu” est une chaˆıne de noeuds infinie aux deux bouts,
et celle-ci ne figure pas dans la liste (figure 35) des sommes dilogarithmiques. En fait,
on peut montrer qu’il n’existe pas de solutions aux e´quations (3.10) (e´quations ve´rifie´es
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par les valeurs limites) pour le diagramme infini aux deux bouts; le proble`me provient du
fait que les fonctions chirales ηr±j (ζ) tendent vers l’infini quand ζ → ∓∞; en particulier
la valeur ηrj (ζ = 0) diverge quand m/T → 0, comme je l’ai ve´rifie´ par des simulations
nume´riques. Pour le calcul de la charge centrale, ce n’est pas un proble`me, car on voit que
la contribution du diagramme est nulle, de sorte que c = N2 − 1: c’est la charge centrale
d’un boson libre non-massif vivant dans l’alge`bre de Lie sl(N). Par contre, le calcul du
terme suivant dans le de´veloppement de haute tempe´rature de l’e´nergie libre n’est pas
accessible simplement; on peut seulement conclure qu’il est d’ordre T 2/ log(T/m), mais
sans pouvoir calculer le coefficient devant ce terme54.
La charge centrale c = N2 − 1 et les corrections logarithmiques sont bien suˆr
une conse´quence de la liberte´ asymptotique dans l’ultra-violet; quand on fait un
de´veloppement perturbatif de l’e´nergie libre a` haute tempe´rature, c’est-a`-dire de la fonc-
tion de partition sur un cylindre tre`s e´troit55, on obtient effectivement comme 0e`me
ordre de la perturbation les bosons libres vivant sur l’alge`bre de Lie, puis une se´rie
en puissance de la constante de couplage renormalise´e a` l’e´chelle T . On identifie donc
g(T ) ∼ 1/ log(T/m), ce qui est la relation attendue. Notons que le de´veloppement per-
turbatif brise la syme´trie SU(N)L × SU(N)R en son sous-groupe diagonal, la syme´trie
comple`te e´tant donc restaure´e au niveau non-perturbatif.
Passons maintenant a` la limite infra-rouge. Pour f > 0 (voir la section 4.1.3 pour le
cas f = 0), chacune des deux chiralite´s reproduit le diagramme que l’on avait de´ja` con-
side´re´ au 3.1.3 (figure 36): on avait alors calcule´ la charge centrale, qui vaut c = (N2 −
1)f/(f+N), ce qui est caracte´ristique d’une syme´trie ̂sl(N)f . De plus, il est remarquable
que la forme des TBA dans l’infra-rouge illustre parfaitement la de´composition du champ
φ(x+, x−) au point fixe IR: en effet, les e´quations du mouvement impliquent alors que
φij(x+, x−) = gia(x−)haj(x+) (4.4)
ou` i est un indice de SU(N)L, j est un indice de SU(N)R (les syme´tries SU(N)L et
SU(N)R sont donc bien devenues des syme´tries chirales, comme indique´ plus haut), et a
s’identifie tout naturellement a` un indice de Uq(sl(N)) avec q = − exp(−iπ/(f +N)).
54 Une situation similaire est e´tudie´e dans [90], pour des TBA plus simples. Malheureuse-
ment, il est difficile de ge´ne´raliser le raisonnement de [90] aux TBA plus complique´es du mode`le
σ principal, afin de pousser plus loin le de´veloppement de F (T ), T →∞.
55 En fait, le premier ordre de la perturbation est exactement e´gal a` la contribution non-
perturbative du mode ze´ro par rapport a` la direction compactifie´e, soit en d’autres termes a`
l’e´nergie libre du mode`le a` 1 dimension.
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Comme pour le mode`le NJL anisotrope, dans le mode`le de WZW avec f > 1, les
deux chiralite´s, au point fixe IR, ne sont pas “totalement” de´couple´es au sens ou` elles
restent couple´es par les modes ze´ros (ainsi la fonction de partition sur un tore, meˆme
fermionise´e, ne s’e´crit que comme somme de produits d’un caracte`re de ̂sl(N)+f et d’un
caracte`re de ̂sl(N)−f ). Evidemment, ceci ne peut pas se voir dans les TBA (il faudrait
des “TBA pour les e´tats excite´s” pour voir apparaˆıtre ce couplage), donc on peut dire
que le diagramme IR des TBA associe´es a` chaque chiralite´ de´crit la the´orie conforme de
WZW chirale SU(N) niveau f .
4.1.3. Spectre et matrices S du mode`le σ principal
De´crivons maintenant la nature des excitations physiques; on doit se´parer les cas
f = 0 et f > 0, puisque leur physique diffe`re sensiblement.
Le mode`le σ principal (f = 0), a` la diffe´rence du mode`le de WZW, n’exhibe pas
de restauration de la syme´trie conforme au point fixe IR: il s’agit en effet d’une the´orie
massive, comme on le voit d’apre`s le second membre E sin(πr/N)δj0 cosh ζ des TBA. Le
spectre de masse est donc: mr = E sin(πr/N).
On peut alors obtenir les matrices S des diffe´rentes particules, soit par le bootstrap
[91], soit par la me´thode des Equations d’Ansatz de Bethe Physiques.
On trouve qu’il y a N − 1 types de particules: la re`me particule, de masse
mr = E sin(πr/N), appartient a` la re`me repre´sentation fondamentale de SU(N)R (tableau
de Young a` une colonne de r boˆıtes), et a` la (N − r)e`me repre´sentation fondamentale de
SU(N)L (repre´sentation conjugue´e). Pourquoi une telle conjugaison ? Rien dans les BAE
ne permet de distinguer cette hypothe`se de celle qui est faite dans [91] et qui consiste a`
choisir la meˆme repre´sentation pour SU(N)L et SU(N)R: en effet, par une rede´finition
e´vidente (gL → g¯L) de l’action de SU(N)L, on passe d’une hypothe`se a` l’autre. Cepen-
dant, des arguments ge´ne´raux montrent que la premie`re hypothe`se est la bonne; par
exemple, on remarque que pour le sous-groupe diagonal SU(N) ⊂ SU(N)L × SU(N)R,
le nombre de boˆıtes du tableau de Young d’un e´tat quelconque est ne´cessairement congru
a` 0 modulo N , ce qui est le cas avec la premie`re hypothe`se mais pas avec la seconde.
Ainsi, la dualite´ gauche/droite SU(N)L ↔ SU(N)R e´change particules et anti-particules.
Les matrices S sont donne´es par:
Sqr(ζ) = Ŝqr(ζ)RqrL (ζ)R
qr
R (ζ)
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avec des notations e´videntes. Le facteur scalaire qui donne la diffusion de plus haut poids,
obtenu par comparaison entre les BAE nues et les BAE physiques, vaut, conforme´ment
aux me´thodes ge´ne´rales du 2.5:
Ŝqr(ζ) = exp
[
−2i
∫ +∞
0
dω
sin(ωζ)
ω
(
2
sinh |πω(1− q/N)| sinh |πωr/N |
sinh |πω| − δ
qr
)]
(4.5)
qui n’est autre que la limite quand f →∞ de (2.58) (ζ = 2πλ/N).
4.1.4. Les excitations du mode`le de WZW
Du fait de l’absence de mass gap, la notion de particule est un peu ambigu dans une
the´orie non-massive. De plus, la diffusion de deux particules de meˆme chiralite´ (allant
donc a` la vitesse de la lumie`re dans la meˆme direction) paraˆıt de´nue´e de signification
physique. Cependant, dans le cadre des mode`les inte´grables, on peut donner un sens a`
de tels concepts (voir par exemple l’introduction de [92]). Ainsi, a` partir de l’Ansatz
de Bethe, et par analogie avec le cas massif, il est naturel de conside´rer que les noeuds
hachure´s des BAE physiques correspondent a` des excitations non-massives qui diffusent
avec des matrices S que nous allons maintenant calculer.
D’apre`s le diagramme des BAE physiques, nous conjecturons la structure suiv-
ante des excitations: tout d’abord, les particules gauches (resp. droites) de type r
(1 ≤ r ≤ N − 1) appartiennent a` la re`me repre´sentation fondamentale de SU(N)L (resp.
SU(N)R). Ensuite, les noeuds compris entre les deux noeuds hachure´s (1 ≤ j ≤ f − 1)
sugge`rent d’introduire une syme´trie Uq(sl(N)), avec q = − exp(−iπ/(f + N)). Si l’on
poursuit dans cette logique, on doit alors effectuer un choix arbitraire: supposons que
les particules gauches de type r (qui sont relie´es aux noeuds j = 1) appartiennent a` la
re`me rep fondamentale de Uq(sl(N)); les particules droites (qui sont relie´es aux noeuds
j = f−1) sont alors au contraire dans la rep r×(f−1) (tableau de Young rectangulaire).
Nous aurions pu faire le choix inverse; dans tous les cas, les particules gauche et droite
ne jouent pas des roˆles syme´triques, mais cette dissyme´trie n’est qu’apparente, comme
nous allons le voir plus loin.
Le Hilbert complet de la the´orie est finalement construit comme un espace de Fock
tronque´ vis-a`-vis de la syme´trie Uq(sl(N)). Les particules gauches diffusent entre elles
avec une matrice S
SqrLL(ζ) = Ŝ
qr
LL(ζ)R
qr
L (ζ)R
′qr(ζ)
ou` on a utilise´ les notations habituelles, et ζ = log(E1/E2) − αqr est (a` une constante
αqr = log sin(πq/N)− log sin(πr/N) pre`s) le logarithme du rapport des e´nergies des deux
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particules. Il est important de remarquer que la rapidite´ ζ ne de´pend d’aucune e´chelle
d’e´nergie; en particulier dans la limite IR ou` les chiralite´s se de´couplent, les expressions
que nous allons trouver pour les matrices S doivent rester valables. On a une formule
strictement analogue pour SqrRR(ζ). Enfin, la matrice S entre particules de chiralite´s
diffe´rentes est de la forme:
SqrLR(ζ) = Ŝ
qr
LR(ζ)R
′qrˆ(ζ)
ou` R′qrˆ est la matrice R de Uq(sl(N) entre les repre´sentations q×1 et r×(f−1). Cette fois
ζ = log(E1E2/E
2)−αqr, donc λ de´pend de l’e´chelle d’e´nergie engendre´e dynamiquement
E.
Ensuite, la comparaison entre BAE physiques et BAE nues nous donne de manie`re
standard les facteurs scalaires: ŜqrLL est donne´ par (2.58), ce qui e´tait e´vident puisque
dans la limite infra-rouge, chaque chiralite´ prise se´pare´ment reproduit le mode`le fusionne´
du 2.4.3; quant a` ŜqrLR, il est donne´ par: (q ≥ r)
ŜqrLR(ζ) = exp
(
2i
∫ +∞
0
dω
sin(ωζ)
ω
sinh(πω(1/N + 1))
sinh(πω(f/N + 1))
sinh(πω(1− q/N)) sinh(πωr/N)
sinh(πω/N) sinh(πω)
)
(4.6)
Enfin, on peut calculer ŜqrRR(ζ), mais nous ne le donnerons pas explicitement, car
ŜRR n’a pas de signification physique pour nous: en effet, apre`s la troncation de groupe
quantique, il est impossible de faire diffuser deux particules de spin (f − 1)/2 dans la
repre´sentation de plus haut poids.
Le fait qu’on puisse de´finir un de´phasage SLL qui ait un sens physique, tandis que
SRR en est de´nue´ peut paraˆıtre surprenant, mais il est duˆ a` la manie`re asyme´trique dont
nous avons traite´ les particules gauche et droite. Pour faire disparaˆıtre cette asyme´trie,
il faut passer a` la formulation solitonique des matrices S. Nous ne traiterons en de´tail
que le cas N = 2.
Tout d’abord, pour N = 2, on sait (cf Eq. (2.48)) que la matrice SLL est exactement
donne´e par le produit tensoriel de la matrice
S(ζ) = R(ζ)
Γ
(
1 + i ζ2π
)
Γ
(
1
2 − i ζ2π
)
Γ
(
1− i ζ
2π
)
Γ
(
1
2
+ i ζ
2π
)
de Y (sl(2)), et de la matrice S solitonique (2.32) (avec λ = ζ/π).
Ensuite, on constate que la syme´trie des Clebsch–Gordan: s ⊗ ϕ(s′) = ϕ(s ⊗ s′)
ou` ϕ(s) = f/2 − s, se re´percute au niveau des matrices S (2.32), puisque celles-ci sont
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invariantes par s→ ϕ(s). Il est alors possible de faire la transformation suivante: plutoˆt
que de conside´rer les particules droites comme ayant un spin (f − 1)/2, on les prend de
spin 1/2 comme les particules gauches, en effectuant la transformation ϕ apre`s chaque
transition associe´e a` une particule droite. On calcule sans difficulte´ la matrice SRR soli-
tonique dans cette nouvelle base, et on la trouve e´gale a` SLL (Eq. (2.32)), avec le meˆme
pre´facteur scalaire ŜLL. La syme´trie est donc re´tablie.
On peut alors effectuer la meˆme transformation a` SLR (figure 44).
ϕ ϕ
ϕϕ
s
s-1/2
s+1/2
s
s-1/2
s
s-1/2
f/2-s
s
f/2-s+1/2
s+1/2
s
c d
s
s+1/2
s-1/2
s
s-1/2
s
f/2-s-1/2
a b
f/2-s
s
s+1/2s+1/2
s
Fig. 44: Etats constitue´s d’une particule gauche et d’une particule droite.
Notons que le facteur scalaire (4.6) s’identifie alors au de´phasage de la diffusion de
spin 0, et non de spin 1 (on peut par exemple le voir sur la figure 44, diagramme b, s = 0).
Reprenant un instant la parame´trisation ζ = πλ, on trouve le re´sultat:
S(a→ a) = S(d→ d) = cosh(γ˜(λ− i))
cosh(γ˜(λ+ i))
ŜLR(λ)
S(b→ c) = S(c→ b) = ⌊2s+ 2⌋
1/2⌊2s⌋1/2
⌊2s+ 1⌋
cosh(γ˜λ)
cosh(γ˜(λ+ i))
ŜLR(λ)
S(b→ b) = − 1⌊2s+ 1⌋
cosh(γ˜(λ+ i(2s+ 1)))
cosh(γ˜(λ+ i))
ŜLR(λ)
S(c→ c) = 1⌊2s+ 1⌋
cosh(γ˜(λ− i(2s+ 1)))
cosh(γ˜(λ+ i))
ŜLR(λ)
(4.7)
avec γ˜ = π/(f + 2). Ceci s’ave`re eˆtre essentiellement identique a` la matrice SLR conjec-
ture´e dans [37]56, ce qui est normal puisque nous avons vu au 2.5 que les matrices S,
56 Dans les notations de [37], ŜLR(ζ) = Z˜(ζ) cosh(ζ + iπ)/(f + 2).
124
pour N = 2, se factorisent exactement en matrices S associe´es aux diffe´rentes syme´tries,
et la matrice SLR ne fait intervenir que la syme´trie Uq(sl(2)) commune aux deux mode`les.
Revenons a` N quelconque, et discutons enfin du cas f = 1. Dans ce cas-la`, la struc-
ture solitonique est triviale, au sens ou`, pour une quelconque diffusion (LL, LR, RR), il n’y
a qu’une transition possible: on peut donc oublier entie`rement la structure solitonique.
En particulier, la matrice SLR est une simple phase, donne´e par (4.6) avec f = 1.
4.1.5. Calculs en champ magne´tique
Nous allons pre´senter ici des calculs exacts du mode`le de Wess–Zumino–Witten place´
en champ magne´tique a` tempe´rature nulle. Ces re´sultats seront d’un grand inte´reˆt pour
nous puisqu’on verra dans la section 4.3 qu’ils s’appliquent directement au mode`le de
Kondo.
Expliquons tout d’abord ce qu’il advient des TBA (4.3) dans la limite T → 0, a`
champ magne´tique B fixe´. L’ide´e ge´ne´rale est que si l’on pose ηrj = e
ǫrj/T , alors on a
ǫrj ∼ B ≫ T , de sorte que log(1+ ηrj ) ∼ 1T max(ǫrj , 0) et log(1+ (ηrj )−1) ∼ 1T max(−ǫrj , 0).
Supposons donc que nous avons place´ un champ magne´tique B pour la syme´trie
SU(N)R. Comme il est explique´ dans [III.3.4], le champ B a N −1 composantes, et nous
nous restreindrons au cas ou` les composantes br (dans la meˆme parame´trisation qu’au
[III.3.4]) sont de la forme: br ∝ sin(πr/N). Physiquement, il est clair que la pre´sence
de B favorise l’apparition de particules physiques droites (B joue le roˆle de potentiel
chimique positif pour celles-ci), mais de´favorise au contraire l’apparition d’excitations
isotopiques SU(N)R qui tendent a` re´duire le spin SU(N)R (B joue le roˆle de potentiel
chimique ne´gatif pour celles-ci). Quant aux excitations isotopiques Uq(sl(N)), et aux
particules gauches, elles ne sont pas affecte´es par B, et ces dernie`res doivent donc se
trouver dans l’e´tat du vide. Par conse´quent, on est conduit aux conjectures suivantes
pour les fonctions ǫrj : 
ǫrj (ζ) > 0 j 6= 0, f
ǫr0(ζ) < 0
ǫrf (ζ)
> 0 ζ < ζ0
< 0 ζ > ζ0
On a introduit le parame`tre ζ0, qui est la limite entre la zone d’e´nergie dans laquelle des
particules droites sont excite´es (ζ < ζ0) et la zone d’e´nergie qui reste vide de particules
(ζ > ζ0).
Du fait que le second membre des TBA est proportionnel au vecteur de Perron–
Frobenius de la matrice d’adjacence du diagramme AN−1: sin(πr/N), on peut projeter
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toutes les e´quations sur celui-ci. On pose donc: ǫrf (ζ) = sin(πr/N)(ǫ
+(ζ) + ǫ−(ζ)), avec
ǫ+(ζ) > 0 et ǫ−(ζ) < 0 de supports disjoints, et apre`s quelques manipulations, les TBA
a` T → 0 se re´crivent:
ǫ− +K0 ⋆ ǫ
+ = −E
2
eζ + b (4.8)
ou` br = b(1 − cos(π/N)) sin(πr/N), et K0 est le noyau de convolution donne´ en trans-
forme´e de Fourier par rapport a` ζ57:
K0(ω) =
sinh(πω/N)
cosh(πω/N)− cos(π/N)
efπ|ω|/N
2 sinh(fπω/N)
(4.9)
Par un de´calage ζ → ζ−ζ0, on peut supposer que ǫ− est non nul sur [−∞, 0] et que ǫ+
est non nul sur [0,+∞]. Finalement, on agit avec l’ope´rateur diffe´rentiel 1−∂/∂ζ sur (4.8):
u+K ⋆ ǫ+ = b (4.10)
ou` u = (1−∂/∂ζ)ǫ−, K(ω) = (1+ iω)K0(ω), et on est ramene´ a` un classique proble`me de
Wiener–Hopf. La solution passe par l’introduction de deux fonctions K±(ω) holomorphes
dans le demi-plan ± Imω ≤ 0, telles que K(ω) = K+(ω)/K−(ω); explicitement,
K+(ω) = α
N
2π2f
Γ
(
1 + 1+iω
2N
)
Γ
(
1 + −1+iω
2N
)
Γ
(
1 + iωf
N
)
Γ
(
1 + iω
N
) e−iω fN log( ifNe (ω−i0))eiω log 2N
K−(ω)−1 = α−1
Γ
(
1− 1+iω2N
)
Γ
(
1−iω
2N
)
Γ
(
1− iωfN
)
Γ
(
1− iωN
) eiω fN log(− ifNe (ω+i0))e−iω log 2N
Les fonctions K+ et K− ont e´te´ choisies de telle sorte que lorsque |ω| → ∞, K+(ω) ∼
|ω|3/2 et K−(ω) ∼ |ω|1/2. On prend de plus α = Γ(1 − 1/2N)Γ(1/2N), de fac¸on que
K−(ω = 0) = 1. On a alors les solutions de (4.10):
u(ω) = ib
K−(ω)−1
ω + i0
ǫ+(ω) = −ibK
+(ω)−1
ω − i0
En re´inte´grant, on obtient ǫ− a` partir de u, d’ou` finalement en calculant l’asymptotique
de ǫ− quand ζ → +∞ (qui est directement relie´e a` K−(ω = i)), ζ0 en fonction du champ
b (et de E):
ζ0 = log
(
b
E
)
+ log
2N
Γ(1− 1/2N)Γ(1/2N) + log Γ
(
1 +
f
N
)
− f
N
(
log
f
N
− 1
)
(4.11)
57 Rappelons que par rapport aux conventions du chapitre 1, nous avons change´ l’e´chelle des
rapidite´s; donc de meˆme, en transforme´e de Fourier, κ = πω/N .
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Nous verrons la signification physique du parame`tre ζ0 quand nous appliquerons ces for-
mules au mode`le de Kondo (section 4.3.3). De fait, nous n’irons pas plus loin dans nos
calculs (bien que la donne´e des fonctions ǫ+ et ǫ− permette de calculer les quantite´s ther-
modynamiques physiquement inte´ressantes du mode`le de WZW), car nous analyserons
ces formules dans la limite N →∞ uniquement (cf section suivante), et en relation avec
le mode`le de Kondo.
Remarque: apre`s avoir re´dige´ cette section de ma the`se, j’ai pris connaissance de l’article
[93], qui effectue un calcul en champ magne´tique assez similaire (quoique diffe´rent) pour
une chaˆıne de spins dont le point fixe infra-rouge est la the´orie conforme de WZW.
4.2. Limite de grand N des TBA
Avant d’aborder le mode`le de Kondo, nous allons faire quelques remarques concer-
nant la limite de grand N des e´quations de TBA SU(N). Celles-ci s’appliquent a` tous
les mode`les inte´grables relativistes invariants SU(N); nous nous inte´resserons tout par-
ticulie`rement a` WZW SU(N) niveau f , pour lequel nous prendrons la limite N → ∞,
ν ≡ f/N fixe´.
Partons des TBA ge´ne´rales SU(N) (cf Eq. (3.19)):
log(1 + (ηrj )
−1)− (C−1)qr ⋆ Cjk ⋆ log(1 + ηqk) = sin(πr/N)(α+j e+ζ + α−j e−ζ) (4.12)
Prolongeons analytiquement les fonctions ηrj (ζ) dans la bande | Im ζ| ≤ π/N , et
de´finissons les ope´rateurs Cˆqr et Cˆjk comme dans [III.3.3], qui sont tels que Cˆ
qr ⋆s = Cqr
et Cˆjk ⋆ s = Cjk. En appliquant Cˆ
qr a` (4.12), on obtient:
Cˆqr ⋆ log(1 + (ηrj )
−1)− Cˆjk ⋆ log(1 + ηqk) = 0 (4.13)
Ces e´quations ne contiennent plus le second membre, annihile´ par Cˆqr; elles doivent donc
eˆtre supple´e´es par des conditions aux bords qui fixent le second membre de (4.12).
Dans la limite N → ∞, on introduit des indices continus x = πj/N et y = πr/N
(0 < y < π). On voit alors facilement que les ope´rateurs Cˆqr et Cˆjk, qui e´taient
des ope´rateurs de diffe´rences discre`tes, deviennent dans cette limite des ope´rateurs
diffe´rentiels du type de Laplace:
Cˆqr ∼ − π
2
N2
(
∂2
∂y2
+
∂2
∂ζ2
)
Cˆjk ∼ − π
2
N2
(
∂2
∂x2
+
∂2
∂ζ2
)
127
L’e´quation (4.13) devient donc une e´quation aux de´rive´es partielles a` trois variables pour
la fonction η(x, y, ζ):(
∂2
∂y2
+
∂2
∂ζ2
)
log(1 + η−1)−
(
∂2
∂x2
+
∂2
∂ζ2
)
log(1 + η) = 0 (4.14)
Cette e´quation aux de´rive´es partielles est inte´grable au sens des syste`mes inte´grables
classiques, c’est-a`-dire qu’on peut l’e´crire comme une condition de courbure nulle; mal-
heureusement, il est difficile d’en e´crire des solutions explicites, et encore moins des
solutions qui puissent avoir le bon comportement asymptotique pour les TBA. Or, toute
la physique des diffe´rents mode`les inte´grables est contenue dans ces conditions aux bords.
Signalons aussi que la validite´ des e´quations (4.14) n’est pas prouve´e, car – a` part pour
les valeurs limites η(ζ = ±∞) que l’on sait calculer explicitement et dont on voit qu’elles
ont une limite re´gulie`re a` N =∞ en termes des variables x et y – rien ne nous dit que les
fonctions η ne ve´rifient pas une loi d’e´chelle complique´e en fonction de N , e´ventuellement
de´pendante de x, y et ζ.
On peut tout de meˆme se servir de l’e´quation (4.14) dans la limite T → 0, pour faire
une e´tude en champ magne´tique et a` tempe´rature nulle. Ainsi, les re´sultats de [94] sur le
mode`le σ principal a` grand N peuvent eˆtre retrouve´s de manie`re e´le´mentaire a` partir de
(4.14). De manie`re similaire, on peut obtenir les re´sultats de la section 4.1.5 directement
a` N grand: on part de (4.14), qui se re´crit a` T → 0:(
∂2
∂y2
+
∂2
∂ζ2
)
ǫ− +
(
∂2
∂x2
+
∂2
∂ζ2
)
ǫ+ = 0 (4.15)
On impose la condition: ǫ−(x, y, ζ) = δ(x − πν)e−(y, ζ)58. Ceci rame`ne le proble`me a`
la recherche d’une fonction de Green (par rapport a` x et ζ) qui s’annule en x = 0. Pas-
sant en double Fourier par rapport a` ζ (variable conjugue´e ω) et y (variable conjugue´e –
entie`re – l), la solution est:
K0(ω) =
eπν|ω|
sinh(πνω)
ω
ω2 + l2
(4.16)
Finalement, on se restreint au mode de Perron–Frobenius, ce qui revient a` poser l = 1
dans (4.16). On ve´rifie alors que (4.16) est bien le noyau limite de (4.9) a` N = ∞. La
58 Remarquons que ǫ−(x = ν) n’est pas de´finie du fait de la fonction δ; ceci provient a` N fini
d’une divergence des e´chelles-types de ǫ− et ǫ+: on a en effet: ǫ− ∼ Nǫ+.
128
suite du calcul est identique a` ce que nous avons fait a` N <∞, mais les expressions sont
nettement plus simples; ainsi, ǫ+ ≡ ǫ+(x = πν) vaut
ǫ+(ω) = −iBπνB 1
ω − i0e
iνω log(iν/e(ω−i0))Γ(1 + iνω)−1
ou` l’on a rede´fini le champ magne´tique: B ≡ πb/N . Les fonctions Γ supple´mentaires a`
N <∞ ne font que cre´er un de´veloppement re´gulier en 1/N autour de N =∞. Ainsi, ces
formules explicites permettent d’affirmer que les phe´nome`nes physiques qualitatifs sont
entie`rement capture´s par la limite N →∞, et ne de´pendent que du rapport ν = f/N , ce
qui constitue une justification de cette hypothe`se, utilise´e par exemple dans [95].
−20.0 −10.0 0.0 10.0 20.0ζ
0.0
1.0
ε+
Fig. 45: Courbe de ǫ+(ζ)/B a` N =∞, ν = 1/2. Notons la singularite´ en racine
carre´e a` ζ = 0 qui n’existe qu’a` N =∞ (a` N <∞ elle est en puissance 3/2), due
a` la divergence des e´chelles: ǫ− ∼ Nǫ+.
4.3. Le mode`le de Kondo ge´ne´ralise´
Le mode`le de Kondo de´crit l’interaction entre des impurete´s magne´tiques en faible
concentration dans un me´tal et les e´lectrons de conduction. A basse tempe´rature, on
explore le voisinage du point fixe infra-rouge de la the´orie, qui s’ave`re eˆtre dans une
re´gion de couplage fort: la physique y est non-triviale, et est domine´e par un phe´nome`ne
d’e´crantage des impurete´s par les e´lectrons, de sorte que les impurete´s voient leur spin
effectif diminue´. Le lecteur est renvoye´ a` [96] et a` l’introduction de [III] pour plus de
de´tails et pour les re´fe´rences historiques. Ici, notre objectif est d’effectuer une e´tude (par
l’Ansatz de Bethe) du mode`le de Kondo comple´mentaire de celle de [III], et qui utilise
les re´sultats de la section 4.1 (en particulier du 4.1.4) sur le mode`le de WZW.
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Dans le mode`le de Kondo usuel, on part d’impurete´s de spin s, qui interagissent avec
les e´lectrons (de spin 1/2) par un couplage spin-spin antiferromagne´tique. Comme les
impurete´s sont en faible concentration, on peut supposer qu’il n’y a qu’une impurete´. On
se place en coordonne´es radiales autour de ladite impurete´, et on ne garde que les modes
radiaux. On est alors ramene´ a` un proble`me a` 1 + 1 dimensions, avec la coordonne´e
spatiale sur une demi-droite: x > 0. Plutoˆt que de se restreindre a` cette demi-droite, on
peut identifier les e´lectrons entrants avec des particules “droites” a` x < 0, tandis que les
e´lectrons sortants sont aussi des particules “droites” avec x > 0. On est donc ramene´
a` un proble`me avec −∞ < x < +∞, une seule chiralite´ d’e´lectrons, et une impurete´
localise´e en x = 0. Essentiellement, les e´lectrons arrivent de x = −∞, interagissent avec
l’impurete´ pour x ∼ 0, puis repartent vers x = +∞. Cependant, le mode`le de Kondo
reste un mode`le de the´orie des champs (et non de me´canique quantique), car l’impurete´
induit des corre´lations non-triviales entre les e´lectrons successifs qui diffusent sur elle.
Dans le mode`le de Kondo multi-canal, il y a plusieurs bandes de conduction, de
sorte que l’on peut attribuer un nombre quantique supple´mentaire (la “saveur”)59 aux
e´lectrons. On suppose pour simplifier que toutes les saveurs interagissent identiquement
avec l’impurete´: s’il y a f saveurs, le mode`le est alors invariant SU(2)× SU(f).
Enfin, dans le mode`le de Kondo ge´ne´ralise´, on remplace le groupe SU(2), qui provient
originellement du spin a` 3 dimensions, par le groupe SU(N); le mode`le re´sultant est
aussi appele´ mode`le de Coqblin–Schrieffer. On obtient finalement un mode`le invariant
SU(N)×SU(f), avec des e´lectrons dans une repre´sentation fondamentale de SU(N)60, et
une impurete´ que l’on prendra dans une repre´sentation de tableau de Young rectangulaire
n× l vis-a`-vis de SU(N).
Le Hamiltonien du mode`le de Kondo ge´ne´ralise´ est donne´ au [III.1.1] (avec une
proce´dure de cutoff pre´cise de fac¸on a` permettre la fusion dynamique), et diagonalise´
graˆce a` l’Ansatz de Bethe emboˆıte´. Ici, nous nous contenterons de quelques commen-
taires ge´ne´raux qui e´clairent la construction qui est faite.
Retirons provisoirement l’impurete´ du syste`me. Les e´lectrons sont alors des fermions
libres U(Nf), qui constituent la fermionisation du mode`le de WZW U(Nf) niveau 1.
59 On peut e´galement interpre´ter la saveur comme le nombre quantique orbital m, si l’on tient
compte d’orbitales plus e´leve´es (le nombre de saveurs est alors e´gal a` 2l + 1).
60 Comme pre´ce´demment, le choix de la repre´sentation fondamentale ne change rien a` la
physique (la taille verticale du tableau de Young ne fait que changer d’un facteur nume´rique
l’e´nergie dynamiquement engendre´e).
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Comme l’interaction avec l’impurete´ va briser U(Nf) en U(1) × SU(N) × SU(f) (la
charge, le spin et la saveur), nous sommes amene´s a` conside´rer les e´lectrons du point de
vue de cette syme´trie restreinte. Comme d’habitude, nous ne nous inte´resserons pas a` la
syme´trie U(1), qui sera relie´e a` un secteur de charge de´couple´. Pour ce qui est de SU(N),
on voit que les courants associe´s forment une repre´sentation de niveau f de l’alge`bre de
Kac–Moody ̂sl(N); en effet, chaque saveur contribue pour 1 au niveau, et il y a f saveurs.
De manie`re analogue, on a une repre´sentation de niveau N de l’alge`bre ŝl(f). Ceci nous
conduit naturellement a` l’hypothe`se suivante: le Hilbert des e´lectrons se de´compose na-
turellement en trois secteurs, le secteur de charge, le secteur de spin qui est un WZW
chiral SU(N) niveau f , et le secteur de saveur qui est un WZW chiral SU(f) niveau f .
Cette hypothe`se est justifie´e par le fait qu’il y a un “plongement conforme” (les tenseurs
e´nergie-impulsion des trois secteurs reconstituent le tenseur e´nergie-impulsion complet),
re´sume´ par l’e´galite´ des charges centrales
c = (N2 − 1) f
N + f
+ (f2 − 1) N
N + f
+ 1 = Nf
Bien suˆr, cette hypothe`se ne´glige toutes les subtilite´s relie´es aux “modes ze´ros”.
De fait, par une analyse plus de´taille´e [97], on montre que la fonction de partition (sur
un tore) des fermions libres U(Nf) se de´compose comme somme de produits d’un car-
acte`re de û(1), d’un caracte`re de ̂sl(N)f et d’un caracte`re de ŝl(f)N , avec des coefficients
de´termine´s dans [97]. Ces coefficients couplent les diffe´rents secteurs, ce qui est normal
puisque la notion de “WZW chiral” est quelque peu ambigu (cf remarque similaire a` la
fin du 4.1.2).
Les trois secteurs apparaissent naturellement dans la description de l’Ansatz de Bethe
sous la forme de trois jeux de rapidite´s λj , ωα, Λα (Eq. (III.1.16)). Si l’on re´introduit
maintenant l’impurete´, rien n’est change´ dans l’analyse pre´ce´dente, si ce n’est qu’il y a
maintenant un secteur en interaction (qui n’est donc plus conforme): le secteur de spin,
du fait du couplage spin-spin entre e´lectrons et impurete´. On peut donc se placer dans
l’e´tat du vide des deux autres secteurs, et on aboutit a` des BAE effectives pour le secteur
de spin (Eq. (III.1.19)), repre´sente´es par la figure 46.
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impuretes
electrons
Fig. 46: BAE nues du mode`le de Kondo.
On remarque que si l’on retire la contribution de l’impurete´, ces e´quations ont exacte-
ment la structure de celles du mode`le de WZW chiral SU(N) niveau f , ce qui est conforme
a` la discussion ci-dessus. En particulier, le fait que l’on aboutisse a` des BAE fusionne´es
provient de la fusion dynamique des e´lectrons en des composites dans des repre´sentations
supe´rieures (de largeur du tableau de Young e´gale a` f). Le nombres d’e´lectrons originels
n’e´tant pas ne´cessairement multiple de f , on peut supposer que quelques e´lectrons fusion-
nent partiellement et assurent des conditions aux bords libres pour le nombre quantique
Uq(sl(N)) (cf section 2.3.3).
La suite de l’article [III] consiste a` e´tudier l’e´tat fondamental, puis la thermody-
namique du mode`le via les TBA: apre`s eˆtre passe´ a` la limite d’e´chelle, qui, dans le mode`le
de Kondo, s’interpre`te comme l’envoi de la profondeur de la mer de Fermi a` l’infini, on
aboutit aux TBA que nous e´crirons sous la forme:
log(1 + (ηrj )
−1)− (C−1)qr ⋆ Cjk ⋆ log(1 + ηqk) = δjf
sin(πr/N)
sin(π/N)
TK
2
eζ (4.17)
et qui s’ave`rent eˆtre identiques aux TBA de la the´orie conforme WZW SU(N) niveau f
(figure 36), du fait que l’impurete´ ne contribue pas a` l’e´nergie (a` part a` travers le champ
magne´tique). Cependant, on a tout de meˆme une e´chelle engendre´e dynamiquement:
meˆme si on peut absorber l’e´chelle TK du second membre par un de´calage des rapidite´s
(cf Eq. (III.3.8)), celle-ci re´apparaˆıt dans l’expression de l’e´nergie libre (Eq. (III.3.10)).
Sans de´calage des rapidite´s, l’e´chelle TK (tempe´rature de Kondo) apparaˆıt explicitement
dans les TBA (4.17); par contre, elle n’apparaˆıt plus dans l’e´nergie libre d’une impurete´
habille´e par son interaction avec les e´lectrons, obtenue en soustrayant a` l’e´nergie libre
totale l’e´nergie libre des e´lectrons en l’absence d’impurete´s (et en divisant par le nombre
d’impurete´s):
Fnl = −T
∫
dζ (Cˆ−1)rn(ζ) log(1 + ηrl (ζ)) (4.18)
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Plutoˆt que de continuer dans la meˆme voie que [III] – de´duire des TBA les e´quations
de fusion modifie´es, puis les comportements a` haute et basse tempe´rature des quantite´s
thermodynamiques – nous allons reprendre les BAE nues de la figure 46, et montrer leur
e´quivalence, dans la limite d’e´chelle, avec des BAE physiques approprie´es. Ceci nous
permettra de de´crire le Hilbert de basse e´nergie, les excitations physiques, etc.
4.3.1. BAE physiques et spectre des excitations dans Kondo
Les BAE physiques du mode`le de Kondo contredisent la re`gle ge´ne´rale admise jusqu’a`
pre´sent, selon laquelle le diagramme des TBA et celui des BAE physiques sont identiques:
en effet, bien que les TBA du mode`le de Kondo soient les meˆmes que celles de WZW,
les BAE physiques, elles, en sont distinctes puisque l’impurete´ y apparaˆıt explicitement
(figure 47).
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Fig. 47: BAE physiques du mode`le de Kondo.
Ceci correspond aux e´quations suivantes, qui ne sont qu’une re´criture des BAE nues:
(C−1)qr ⋆ Cjk ⋆ ρ˜
q
k + ρ
r
j = δjf
TK
4π
sin(πr/N)
sin(π/N)
eζ + δjlD
imp(C−1)rn ⋆ s(ζ) (4.19)
On a re´introduit dans (4.19) une densite´ line´ique finie d’impurete´s Dimp, pour e´viter
d’e´crire une e´quation qui me´lange diffe´rents ordres de 1/L (L taille du syste`me). Ceci n’a
pas d’importance particulie`re puisque l’on suppose toujours que la densite´ d’impurete´s
est suffisamment faible pour qu’elles ne se “voient” pas les unes les autres.
Evidemment, les excitations physiques correspondant au noeud f sont les particules
habituelles du mode`le de WZW chiral (cf 4.1.4), c’est-a`-dire des particules “droites” de
type 1 ≤ r ≤ N − 1, de´termine´es par une rapidite´ ζ (p = E ∝ eζ), et posse´dant deux
nombres quantiques: SU(N) et Uq(sl(N)) tronque´ (on parlera aussi, suivant [III], de
nombre quantique SUq(N) pour ce dernier), avec q = − exp(−iπ/(f +N)). Les matrices
S de diffusion sont celles qui ont e´te´ donne´es au 2.4.3 (Eq. (2.58)).
Il reste a` se pre´occuper des impurete´s: chaque impurete´ habille´e (comme nous le
verrons, cette distinction est importante, car l’impurete´ est en ge´ne´ral e´crante´e par les
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e´lectrons) doit eˆtre conside´re´e comme un “obstacle” fixe sur lequel diffusent les excita-
tions physiques. Dans le cas N = 2, c’est-a`-dire celui du mode`le de Kondo usuel, les
matrices S de diffusion sur l’impurete´ ont e´te´ trouve´es dans [98]; cependant elles n’ont
pas e´te´ de´montre´es par les BAE physiques, comme nous le faisons maintenant61. On
distingue trois cas de figures:
• f < l (sous-e´crantage):
Sur le diagramme des BAE, cela signifie que le noeud associe´ aux impurete´s est dans
la partie droite du diagramme (par rapport aux noeuds f). Chaque impurete´ habille´e
constitue donc un spin SU(N), dans la repre´sentation n×(l−f): par rapport a` l’impurete´
nue qui e´tait un spin n×l, on voit que toutes les saveurs d’e´lectrons ont e´crante´ l’impurete´
de manie`re a` diminuer son spin autant que possible.
Les excitations physiques diffusent sur l’impurete´ avec une matrice S(ζ) (l’impurete´
a par de´finition une rapidite´ nulle) qui est proportionnelle a` la matrice R de sl(N) dans les
repre´sentations de l’impurete´ et de l’excitation. Le facteur de proportionnalite´ constitue
le de´phasage de plus haut poids, qui est donne´ par:
Ŝr/imp(ζ) = exp
(∫ +∞
−∞
dω
eiωζ
ω + i0
sinh(πω(1− r/N)) sinh(πωn/N)
sinh(πω) sinh(πω/N)
e−(l−f)|πω/N|
)
(4.20)
(ou` nous avons suppose´ r ≥ n; sinon, il faut e´changer r et n). Comme nos e´quations ne
nous donnent Ŝ qu’a` une constante pre`s, nous avons de´fini S1 de sorte que Ŝ(ζ = +∞) =
1, ce qui est naturel d’apre`s la liberte´ asymptotique UV.
Examinons alors le de´phasage φ = 1i log Ŝ
r/imp a` petite e´nergie ǫ ∝ eζ :
φ(ǫ)
ǫ→0
= 2π
n(N − r)
N
+
α
log(ǫ/TK)
+ · · ·
On trouve les corrections en 1/ log qui sont le signe de la liberte´ asymptotique IR.
61 D’ailleurs, dans le cas sure´crante´, le facteur scalaire de la matrice S (Eq. (4.22)) diffe`re de
celui propose´ dans [98].
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• f = l (e´crantage):
Les impurete´s sont totalement e´crante´es, donc leur spin re´siduel est nul. La diffusion
sur l’impurete´ est donc une phase pure, donne´e par (4.20) avec f = l. Explicitement,
pour n = 1, on trouve
Ŝr/imp(ζ) = eiπr/N
sinh 1
2
(ζ − iπr/N)
sinh 12 (ζ + iπr/N)
(4.21)
Pour n > 1, on obtient un produit fini de termes du type de (4.21). Le de´veloppement a`
basse e´nergie est un de´veloppement en puissances entie`res de ǫ:
φ(ǫ)
ǫ→0
= 2π
n(N − r)
N
+ β
ǫ
TK
+ · · ·
• f > l (sur-e´crantage):
C’est le cas de figure inte´ressant, ou` la syme´trie de groupe quantique joue un roˆle
important; en effet, du fait que le noeud correspondant aux impurete´s est dans la partie
gauche du diagramme, on trouve que l’impurete´ est un spin SUq(N) (et non un spin
SU(N); l’impurete´ est donc totalement e´crante´e au sens ou` le spin re´siduel est nul) dans
la repre´sentation n × (f − l)62. La matrice S de diffusion avec les excitations physiques
est donc celle de Uq(sl(N)), avec un facteur scalaire que l’on de´duit des BAE:
Ŝr/imp(ζ) = exp
(∫ +∞
−∞
dω
eiωζ
ω + i0
sinh(πω(1− r/N)) sinh(πωn/N)
sinh(πω) sinh(πω/N)
sinh(πω(l/N + 1))
sinh(πω(f/N + 1))
)
(4.22)
d’ou` finalement le de´veloppement a` basse e´nergie:
φ(ǫ)
ǫ→0
= 2π
n(N − r)
N
l +N
f +N
+ γ
(
ǫ
TK
)N/(f+N)
+ · · ·
On trouve la meˆme cate´gorisation que pour les calculs thermodynamiques de [III.4.2].
On obtient en particulier l’exposant critique dans le re´gime sur-e´crante´: ∆ − 1 =
N/(N+f), et on identifie en the´orie conforme ∆ avec la dimension de l’ope´rateur pertur-
bant O = ~−1 · ~Φad, ou` ~ est le courant SU(N) et ~Φad est l’ope´rateur primaire de sl(N)f
associe´ a` la repre´sentation adjointe. On remarque que dans le de´veloppement (III.4.14)
apparaissent des termes en T/TK et en (T/TK)
2(∆−1) (et non (T/TK)
∆−1), d’ou` une
62 Il faut souligner que nous avons fait un choix diffe´rent de celui de l’article [III], dans lequel
l’impurete´ est conside´re´e comme ayant une repre´sentation (N − n) × l, mais ceci est en fait
purement conventionnel.
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compe´tition entre ces deux termes, et une subdivision supple´mentaire entre f < N et
f > N . Ceci sugge`re que lorsqu’on effectue le de´veloppement perturbatif de la fonction
de partition en la constante de couplage g associe´e a` l’ope´rateur O, il ne de´marre qu’en
g2; on peut effectivement s’en convaincre par des arguments de the´orie conforme63.
Concluons par une remarque sur le comportement dit de “non liquide de Fermi” (Non
Fermi Liquid, NFL) qui est cense´ eˆtre pre´sent dans le mode`le de Kondo sur-e´crante´. On
observe que dans le re´gime sur-e´crante´ et seulement dans celui-ci, l’impurete´ est un spin
de SUq(N), et donc il est raisonnable de conside´rer que le comportement NFL est di-
rectement lie´ a` la syme´trie de groupe quantique sous-jacente. L’impurete´ est alors le
facteur “de´clenchant” qui met en lumie`re la syme´trie SUq(N) du secteur de spin des
e´lectrons. Nous de´finirons plus pre´cise´ment ce que l’on entend par “de´clenchant” au
4.3.4 (paragraphe the´orie conforme avec bord et groupes quantiques).
4.3.2. TBA et interpre´tation de l’entropie a` tempe´rature nulle
Nous allons dans cette section revenir sur l’analyse faite au [III.5] de l’entropie de
l’impurete´ a` tempe´rature nulle, et la justifier plus en de´tail.
La base de ce raisonnement est le principe selon lequel aussi bien les impurete´s du
syste`me que les excitations physiques sont des “solitons” en un sens tre`s ge´ne´ral, c’est-a`-
dire qu’un tel soliton fait transiter le syste`me d’un “vide” initial vers un “vide” final, car-
acte´rise´ par un certain jeu de nombres quantiques. Chaque soliton est alors repre´sente´ par
une certaine matrice d’adjacence; notre seule hypothe`se sera que ces matrices d’adjacence
commutent.
Ce formalisme s’applique naturellement aux impurete´s, car elles n’ont qu’un nombre
quantique: SU(N) dans le cas sous-e´crante´, SUq(N) dans le cas sur-e´crante´ (elles ont
une rapidite´ fixe qui vaut 0). Donc leurs matrices d’adjacence sont pre´cise´ment celles qui
sont associe´es a` la the´orie de la repre´sentation de ces deux groupes (quantiques). Nous
noterons A cette matrice d’adjacence.
Conside´rons alors un e´tat du syste`me caracte´rise´ par des nombres Ni de solitons de
type i correspondant aux excitations physiques (i = 1 . . . p), et N impurete´s (habille´es), et
cherchons quel est le nombre d’e´tats accessibles au syste`me. L’expression la plus ge´ne´rale
que l’on obtient est:
Ω =
∑
R,R′
dR,R′(A
N1
1 . . . A
Np
p A
N )RR′
63 Je remercie O. Parcollet de m’avoir explique´ ce point.
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ou` R et R′ parcourent tous les “vides”, et les dR,R′ sont des coefficients qui de´crivent
combien d’e´tats correspondent a` une transition totale du vide R au vide R′.
Prenons un exemple concret: supposons que R soit une “bonne” repre´sentation
du groupe quantique Uq(sl(N)), de sorte que la structure solitonique qu’on a introduit
ici s’identifie a` celle que l’on a conside´re´e dans la section 2.2.3. Alors, si Uq(sl(N))
est une vraie syme´trie de la the´orie (comme dans le mode`le NJL anisotrope), on aura:
dR,R′ = δR∅ dimR
′. Par contre, si la syme´trie est cache´e, alors on aura: dR,R′ = δR∅δR′∅.
Cependant, on verra dans ce qui suit que ces coefficients, qui de´finissent dans l’optique
solitonique les conditions de bords, n’ont pas d’effet sur le comportement dominant des
quantite´s thermodynamiques. Nous n’avons donc pas besoin d’en tenir compte.
Continuons notre raisonnement. Le nombre d’impurete´s est par de´finition: N =
DimpL, ou` la taille du syste`me L est suppose´e grande, de sorte que N ≫ 1. De meˆme, si
l’on se place a` tempe´rature finie T , comme les excitations physiques sont non-massives, on
a: Ni = αiTL≫ 1 a` petit T (les αi sont de coefficients fixes). Les matrices d’adjacence
sont donc domine´es par leur valeur propre de Perron–Frobenius:
Ω ∼ λN11 . . . λNpp λN
Calculons maintenant l’entropie par unite´ de longueur S/L, a` basse tempe´rature: (S =
logΩ)
S/L ∼ Dimp logλ+ T
p∑
i=1
αi logλi
Dans la limite T → 0, la contribution des excitations physiques disparaˆıt, ce qui est
normal (un gaz d’e´lectrons n’a pas d’entropie a` tempe´rature nulle); par contre subsiste
la contribution log λ par impurete´, qui est celle que nous recherchions64.
On conclut alors comme dans [III.5]: quand l’impurete´ est un spin SU(N) nor-
mal (sous-e´crantage), λ est la dimension de la repre´sentation de l’impurete´, ce qui est
conforme au raisonnement naf (“l’entropie a` tempe´rature nulle est le logarithme de
la de´ge´nerescence du vide”). Par contre, quand l’impurete´ est un spin SUq(N) (sur-
e´crantage), c’est maintenant la dimension quantique qui remplace la dimension usuelle
de la repre´sentation (comme valeur propre la plus grande de A), ce qui lui confe`re une
signification physique inte´ressante.
64 Remarquons l’inte´reˆt d’avoir suppose´, a` la diffe´rence de [III], qu’il y a une densite´ finie
d’impurete´s: ceci nous e´vite d’avoir a` retirer explicitement la contribution des e´lectrons a`
l’entropie, ce qui serait sinon rendu ne´cessaire par le fait que l’on me´lange diffe´rents ordres de 1/L.
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4.3.3. Etude en champ magne´tique
Plac¸ons-nous enfin a` tempe´rature nulle et en pre´sence d’un champ magne´tique: on
peut alors re´soudre exactement les TBA. Les informations que nous allons en extraire
confirmeront les re´sultats obtenus a` tempe´rature non-nulle.
Pour faire les calculs, nous nous placerons a` N =∞, et nous reprendrons les calculs
du 4.2. Ceci n’est absolument pas indispensable, puisqu’on sait faire les calculs exacte-
ment a` N fini (section 4.1.5), mais comme nous l’avons de´ja` affirme´ au 4.2, les corrections
en 1/N ne changent pas la physique contenue dans le comportement dominant a` N →∞,
et les formules a` N =∞ sont nettement plus claires.
Les TBA du mode`le de Kondo ge´ne´ralise´ sont les meˆmes que celles du mode`le
de WZW, et on peut donc reprendre les re´sultats obtenus pre´ce´demment: la fonction
d’e´nergie ǫ+ = limT→0 T log(1 + η
r
f )/ sin(πr/N) vaut
ǫ+(ω) = −iBπν 1
ω − i0e
iνω log(iν/e(ω−i0))Γ(1 + iνω)−1
en transforme´e de Fourier ω de ζ − ζ0, ou` le de´calage ζ0 est de la forme ζ0 = log(B/BK)
avec (cf Eq. (4.11))
BK = TK
eν(log ν−1)
Γ(1 + ν)
(4.23)
BK acquie`rera pour nous la signification d’e´nergie de transition en champ magne´tique:
BK est e´videmment du meˆme ordre que TK , avec un facteur nume´rique donne´ par (4.23).
Ensuite, on a besoin de l’expression de ǫ+(x, y, ζ) pour tout x (rappelons que
pour x 6= ν, ǫ(x, y, ζ) > 0). La` encore, le formalisme d’ope´rateurs diffe´rentiels a`
N = ∞ nous permet d’exprimer la re´ponse de manie`re particulie`rement e´le´gante:
ǫ+(x, y, ζ) = sin y ǫ+(x, ζ) avec (en transforme´e de Fourier)
ǫ+(x, ω) =
{ sinh(xω)
sinh(πνω)
ǫ+(ω) x ≤ πν
e−(x−πν)|ω|ǫ+(ω) +B(x− πν)δ(ω) x ≥ πν
(4.24)
Finalement, on calcule l’e´nergie libre d’une impurete´ de tableau rectangulaire
(xN/π)× (yN/π) graˆce a` la formule (4.18), soit dans la limite N →∞ et en Fourier,
F (x, y, ω) ∼ N
2
π2
sin y
1
1 + ω2
ǫ(x, ω)
avec, en tenant compte du de´calage, ζ = −ζ0 = log(BK/B). Le fait que F ∼ N2 est
normal puisque l’on a affaire a` un tableau de Young avec un nombre de boˆıtes de l’ordre
de N2. Posons donc f(x, ω) ≡ ǫ+(x, ω)/(1 + ω2). Nous avons repre´sente´ sur la figure 48
la structure analytique de la fonction f(ω) ≡ f(x = πν, ω) = ǫ+(ω)/(1 + ω2).
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Fig. 48: Structure analytique de f(ω). Les zigzags repre´sentent une coupure, les
points des poˆles.
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Fig. 49: L’e´nergie libre f/B de l’impurete´ e´crante´e en fonction de ζ = − logB
(BK ≡ 1) et de B. ν = 1/2, x = πν.
Examinons se´pare´ment les diffe´rents re´gimes:
• Re´gime e´crante´.
Supposons tout d’abord que B < BK (faible champ magne´tique). Alors, ζ > 0, et
l’inte´grale f(ζ) = 12π
∫
dω exp(−iωζ)f(ω) n’attrape que le poˆle en ω = −i, d’ou` la valeur
exacte: f(ζ) = −12 ǫ+(ω = −i)e−ζ . En remplac¸ant ζ par sa valeur et en remarquant les
compensations qui se produisent entre ǫ+(ω = −i) et la de´finition de BK , on obtient:
f(B) =
B2
TK
πν
2
(4.25)
Cette expression est a` comparer avec l’e´quation (III.4.8) (dont le domaine de validite´ est:
T → 0, B ∼ T ): en prenant T = 0 et N →∞ dans cette dernie`re, on retrouve (4.25)65.
65 Il faut faire attention que les conventions de normalisation du second membre des TBA
ne sont pas les meˆmes (dans [III], elles ne sont pas adapte´es a` la limite de grand N). La
correspondance est donne´e par:
∑
(Ba)2 = (N/2)B2, TK = 4T0 sin(π/N).
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Notons que la forme particulie`rement simple de (4.25) n’est valable qu’a` N = ∞,
puisque les corrections en 1/N font apparaˆıtre des poˆles en −ni (n entier), donc des
puissances (entie`res) supe´rieures de B.
Si B > BK (fort champ magne´tique), au contraire, ζ < 0 et on s’inte´resse au demi-
plan complexe supe´rieur de la figure 48. Tout d’abord, on attrape le poˆle en ω = i0 qui
correspond a` la valeur limite f(ζ = −∞) = πνB; ensuite, on doit tenir compte de la
coupure: on voit qu’on est ramene´ a` calculer l’inte´grale
Bν
∫ +∞
0
du
sin(πu)
u
euζ/νe−u(log u−1)
Γ(1− u)(1− u2/ν2)
(u ≡ −iνω) avec une prescription pour e´viter le poˆle en u = ν. Dans la limite ζ → −∞,
celui-ci ne nous inte´resse pas car l’inte´grale est bien e´videmment domine´e par le de´marrage
de la coupure a` u ∼ 0; en de´veloppant, on obtient:
Bπν
∫ +∞
0
du euζ/ν(1− u log u+O(u))
d’ou` finalement
f(B)
B→∞
= πνB
[
1− ν
log(B/BK)
− ν
2 log[log(B/BK)]
log(B/BK)2
+O
(
1
log(B/BK)2
)]
L’interpre´tation de ce re´sultat est claire: le de´veloppement a` B →∞ est celui de couplage
faible, autrement dit la liberte´ asymptotique. Le premier terme πνB, soit plus explicite-
ment F ∼ N2
π2
sin y πνB, n’est autre, comme on le ve´rifie par un calcul explicite, que
l’e´nergie d’un spin libre dans la repre´sentation f × (yN/π) en champ magne´tique B. Les
deux termes suivants s’identifient au de´veloppement perturbatif au premier ordre en la
constante de couplage renormalise´e (a` l’e´chelle B), elle-meˆme de´veloppe´e a` deux boucles.
• Re´gime sur-e´crante´.
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Fig. 50: L’e´nergie libre f/B de l’impurete´ sur-e´crante´e. ν = 1/2, x = πν/2.
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Fig. 51: L’e´nergie libre f/B de l’impurete´ sur-e´crante´e. ν = 2, x = πν/2.
On a cette fois: f(x, ω) = sinh(xω)
sinh(πνω)
f(ω) avec x < πν.
En faible champ magne´tique (B < BK), on a deux types de poˆles: le poˆle de f(ω)
a` ω = −i et les poˆles de 1/ sinh(πνω) a` ω = −in/ν (n entier). Ceci correspond a` la
compe´tition entre les deux ope´rateurs perturbants au point fixe infra-rouge. De manie`re
ge´ne´rale, on a un de´veloppement a` petit B du type: (ν 6= 1)
f(B)/B = c
B
BK
+
∞∑
n=1
cn
(
B
BK
)n/ν
et selon que ν < 1 ou ν > 1, c’est le premier terme ou le second qui domine. Quand ν = 1,
on a un poˆle double, d’ou` en transforme´e de Fourier un terme en ζe−ζ , soit finalement
f(B) ∼ c B2
BK
log(BK/B).
Ce re´sultat confirme que, dans le re´gime dit sur-e´crante´, l’impurete´ est en fait ex-
actement e´crante´e (au point fixe infra-rouge), puisque son aimantation a` petit B est
nulle. En termes de groupe de renormalisation, le point fixe infra-rouge n’est pas le point
de couplage fort (couplage infini), ou` l’impurete´ serait re´ellement sur-e´crante´e par les f
saveurs d’e´lectrons; en effet, ce dernier est instable, et le point fixe IR correspond a` un
point fixe non-trivial correpondant a` une valeur finie du couplage impurete´s/e´lectrons.
Ce re´sultat montre aussi que les exposants critiques a` B > 0, T = 0 sont distincts de
ceux a` T > 0, B ∼ T : ceci s’explique [93] par le fait que, dans la limite T → 0 a` B fixe´,
on “tue” certains modes (ceux qui sont associe´s au nombre quantique Uq(sl(N))) rendus
massifs par le champ magne´tique.
En fort champ magne´tique (B > BK), on trouve des re´sultats identiques au cas
e´crante´: le comportement dominant est f(B) ∼ xB, correspondant a` un spin libre
(xN/π) × (yN/π); puis on a des corrections logarithmiques caracte´ristiques de la lib-
erte´ asymptotique.
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Fig. 52: L’e´nergie libre f/B de l’impurete´ sous-e´crante´e. ν = 1/2, x = 3πν.
• Re´gime sous-e´crante´.
L’e´quation (4.24) montre que f(x, ω) a maintenant a` la fois des poˆles en ω = ±i0 (la
fonction δ(ω) contribue aux deux), et des coupures de´marrant en ω = ±i0. On trouve
facilement, par les meˆmes me´thodes que pre´ce´demment, que
f(B) ∼
{
(x− πν)B B → 0
xB B →∞
plus les corrections logarithmiques de la liberte´ asymptotique (ultra-violette et infra-
rouge).
4.3.4. Lien avec l’approche de the´orie conforme de Kondo
Nous allons terminer cette the`se par une comparaison des deux approches principales
qui ont e´te´ de´veloppe´es pour e´tudier le mode`le de Kondo: l’approche de l’Ansatz de Bethe
et l’approche de The´orie Conforme avec bord (pour cette dernie`re, voir la revue [99]).
Notons tout de suite que ces deux approches font appel a` des mathe´matiques diffe´rentes:
l’une est lie´e a` l’inte´grabilite´, donc aux groupes quantiques, tandis que l’autre est lie´e aux
alge`bres de Kac–Moody. Le mode`le de Kondo sur-e´crante´ fournit un exemple concret de
“dictionnaire” des correspondances entre ces deux approches et les objets mathe´matiques
associe´s; nous allons donner certaines de ces correspondances. Ce qui suit se veut eˆtre une
simple suite de remarques sur l’approche de the´orie conforme de Kondo, dont certaines
me´riteraient sans doute d’eˆtre plus de´veloppe´es.
• The´orie conforme et groupes quantiques.
En dehors des mode`les inte´grables, les groupes quantiques jouent e´galement un roˆle
important en the´orie conforme. Ceci peut paraˆıtre naturel puisque toutes les the´ories
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conformes connues peuvent e´galement eˆtre conside´re´es comme des mode`les inte´grables.
Cependant, la manie`re dont les groupes quantiques apparaissent dans les the´ories con-
formes (par exemple a` travers les relations d’e´change et de fusion) ne permet pas de les
relier de fac¸on e´vidente a` ceux qui apparaissent dans les mode`les inte´grables. Nous allons
a` pre´sent fournir quelques indications sur ce lien dans le cas de la the´orie conforme de
WZW SU(N) au niveau f .
Rappelons qu’une des donne´es fondamentales d’une the´orie conforme est constitue´e
par les re`gles de fusion ve´rifie´es par les ope´rateurs primaires pour l’alge`bre de syme´trie
de la the´orie. Ainsi, dans WZW SU(N) niveau f , l’alge`bre de syme´trie en question
est constitue´e de deux copies (holomorphe et anti-holomorphe, ou gauche et droite) de
(l’alge`bre enveloppante de) l’alge`bre de Kac–Moody SU(N) au niveau f , et les ope´rateurs
primaires ΦR, qui sont indexe´s par une repre´sentation R de SU(N) dont le tableau de
Young a moins de f colonnes, satisfont symboliquement:
ΦR ΦR′ ∼ AR′′RR′ΦR′′
ou` ∼ signifie que l’on a garde´ les ope´rateurs primaires qui apparaissent dans le
De´veloppement en Produit d’Ope´rateurs de ΦR et ΦR′ . La matrice (AR)
R′′
R′ ≡ AR
′′
RR′
se trouve eˆtre exactement e´gale a` la matrice de produit tensoriel tronque´ de la rep R de
Uq(sl(N)) avec q = − exp(−iπ/(f +N)) [100]. Ceci sugge`re qu’il existe un groupe quan-
tique sous-jacent qui de´termine les re`gles de fusion de WZW. Dans l’esprit de la formule
(4.4), on conjecture que les ope´rateurs primaires ΦR, qui sont dans la repre´sentation
R pour les deux sous-alge`bres horizontales SU(N)L et SU(N)R se de´composent en
ope´rateurs chiraux qui sont eux, des multiplets de la meˆme repre´sentation R, mais a`
la fois pour SU(N) (gauche ou droit selon la chiralite´) et pour le groupe quantique
Uq(sl(N)). Cette hypothe`se est corrobore´e par la construction explicite des multiplets
de groupe quantique associe´s aux ope´rateurs primaires (ope´rateurs de vertex e´crante´s
[101]) dans un Hilbert un peu e´largi, de fac¸on a` ce que la syme´trie ne soit plus “cache´e”.
Une fois cette construction faite, il est tentant d’identifier le groupe quantique
Uq(sl(N)) ainsi obtenu avec celui qui apparaˆıt dans l’Ansatz de Bethe. Rappelons que
ce dernier est la sous-alge`bre horizontale d’un groupe quantique affine Uq( ̂sl(N)), et qu’il
agit non pas sur les ope´rateurs de vertex mais sur les e´tats asymptotiques de la the´orie,
qui est donc de´finie sur un espace non-compactifie´. En particulier, dans les notations de
la the´orie conforme, on peut dire que l’action du groupe quantique affine commute avec
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les ge´ne´rateurs L−1 et L¯−1 de l’alge`bre de Virasoro (quantification “sur le plan”; voir
[102] pour une remarque similaire sur les Yangiens), mais pas avec L0 et L¯0 (qui recon-
stitueraient le Hamiltonien si l’on utilisait la quantification “sur le cylindre”). Heureuse-
ment, on constate que la sous-alge`bre horizontale Uq(sl(N)), a, de par la de´finition de
la gradation (cf remarque sur gradation et “spin” au 2.1.3) un “spin” nul, c’est-a`-dire
qu’elle commute aussi avec L0 et L¯0, comme il se doit. Ceci revient encore a` dire que
la syme´trie de groupe quantique (non affine) peut subsister sur un espace compactifie´,
comme on l’a de´ja` vu pre´ce´demment. Il n’y a donc pas d’obstacle de principe a` identifier
le groupe quantique de la the´orie conforme et celui de l’Ansatz de Bethe.
• The´orie conforme avec bord et groupes quantiques.
Pour de´crire le mode`le de Kondo, nous avons besoin d’un type de the´orie conforme
le´ge`rement diffe´rent de ce qui a e´te´ conside´re´ ci-dessus: une the´orie conforme avec bord
[103]. Conside´rons donc la the´orie deNf fermions libres sur un cylindre de rayon β = 1/T
et de taille finie L (au final L → ∞), les conditions aux bords du cylindre e´tant libres.
Comme nous l’avons de´ja` vu, ces conditions aux bord nous permettent de conside´rer
une the´orie e´quivalente constitue´e d’une seule chiralite´ de fermions; ceci se re´percute sur
l’expression de la fonction de partition:
Z =
∑
R,R′,r
aR,R′,rχ
ŝl(N)f
R χ
ŝl(f)N
R′ χ
û(1)
r (4.26)
(ou` R, R′, r parcourent les repre´sentations de ̂sl(N)f , ŝl(f)N , û(1)) qui, au lieu d’eˆtre
quadratique en les caracte`res, est line´aire en ceux-ci. Les caracte`res sont e´value´s en
e−πβ/L. Les coefficents aR,R′,r ont e´te´ calcule´s dans [97]: d’apre`s le lien e´voque´ plus haut
entre repre´sentations de ̂sl(N)f et de Uq(sl(N)), il est souhaitable de re´interpre´ter ces
coefficients en termes de groupes quantiques. Pour cela, nous remarquons que le secteur
de spin, lie´ a` l’alge`bre ̂sl(N)f , posse`de un groupe quantique Uq(sl(N)), q = −e−iπ/(f+N),
tandis que le secteur de saveur lie´ a` ŝl(f)N posse`de un groupe quantique Uq(sl(f)), avec
le meˆme q. Par dualite´ rang-niveau, ces deux groupes quantiques ont la meˆme the´orie
de la repre´sentation, et nous pouvons identifier leurs repre´sentations: ceci se refle`te dans
les coefficients aR,R′,r par le fait que aR,R′,r 6= 0 implique R′ = RT (tableaux de Young
transpose´s l’un de l’autre). Ceci est un signe – mais pas une de´monstration, bien suˆr
– que la recombinaison des secteurs de saveur et de spin, graˆce aux coefficients aR,R′,r,
reconstitue une syme´trie de groupe quantique cache´e, alors que si l’on conside`re le secteur
de spin isole´ment, la syme´trie n’est apparemment pas cache´e.
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• Point fixe infra-rouge de Kondo et hypothe`se de fusion.
Continuons sur la voie du paragraphe pre´ce´dent en essayant de faire le lien avec le
mode`le de Kondo. Rappelons que dans celui-ci, quand on se rame`ne de 3 dimensions
d’espace a` une seule, on se retrouve avec un syste`me de fermions de´finis sur l’intervalle
[0, L] (L → ∞), et l’impurete´ place´e en x = 0. On voit donc que pour incorporer
l’impurete´ dans le formalisme du paragraphe pre´ce´dent, il suffit de modifier les condi-
tions aux bords a` l’un des bouts du cylindre. Ces dernie`res brisent l’invariance conforme
du mode`le, mais, aux points fixes ultra-violet et infra-rouge, elle est restaure´e. Le seul
point fixe non-trivial est le point fixe IR de Kondo sur-e´crante´, et c’est sur celui-ci que
nous allons nous pencher a` pre´sent.
L’impurete´ sur-e´crante´e est, on l’a vu, un spin du groupe quantique Uq(sl(N));
d’apre`s le lien e´voque´ plus haut entre ope´rateurs primaires et repre´sentations de groupes
quantiques, il est naturel de supposer que l’impurete´, dans l’infra-rouge, va modifier la
manie`re dont les diffe´rentes repre´sentations de ̂sl(N)f apparaissent dans la fonction de
partition. Plus pre´cise´ment, conforme´ment a` ce qu’on a vu au 2.3.3, au lieu d’avoir les
conditions aux bords caracte´ristiques d’une syme´trie cache´e (spin Uq(sl(N)) total nul,
donc R′ = RT dans la fonction de partition (4.26)), on va avoir un spin total e´gal a`
celui de l’impurete´ sur-e´crante´e (cf figure 26)66. On aboutit donc a` l’hypothe`se de fusion
suivante: au point fixe IR, la fonction de partition sure´crante´e est donne´e par
Z =
∑
R,R′,R′′,r
ARR′′aR,R′,rχ
ŝl(N)f
R′′ χ
ŝl(f)N
R′ χ
û(1)
r (4.27)
ou` A est la matrice d’adjacence de la rep de l’impurete´. Ceci est exactement l’hypothe`se
de fusion conjecture´e dans [104]. On montre qu’elle donne effectivement les re´sultats
physiques que l’on attendait au point fixe infra-rouge sur-e´crante´, et en particulier
l’entropie a` tempe´rature nulle.
Terminons sur un commentaire concernant l’hypothe`se de fusion: dans tous les
cas que nous avons conside´re´s, la repre´sentation de groupe quantique de l’impurete´ ha-
bille´e (IR) s’ave`re eˆtre la meˆme, modulo une syme´trie de l’alge`bre des repre´sentations de
Uq(sl(N)), que la repre´sentation SU(N) de l’impurete´ nue (UV). C’est ce qui a permis
de deviner l’hypothe`se de fusion approprie´e sans avoir a` re´soudre explicitement le mode`le
66 C’est en ce sens que l’impurete´ est le facteur “de´clenchant” qui met en lumie`re la syme´trie
cache´e Uq(sl(N)).
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(par l’Ansatz de Bethe par exemple). Cependant, cette coincidence des repre´sentations
n’a pas de raison d’eˆtre maintenue dans le cas, par exemple, d’impurete´s appartenant a`
des tableaux de Young non-rectangulaires. Dans ce cas-la`, il paraˆıt difficile de trouver
l’hypothe`se de fusion sans avoir de´ja` re´solu le mode`le de fac¸on inde´pendante.
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Conclusion
Il est a` pre´sent temps de tirer quelques conclusions du travail effectue´, et de de´gager
quelques ide´es sur les possibilite´s de de´veloppements ulte´rieurs.
Comme on a pu le voir, l’Ansatz de Bethe est un outil puissant, qui permet de sonder
la physique non-perturbative de mode`les de physique bidimensionnelle. Les mode`les sol-
ubles ne sont bien suˆr pas arbitraires, mais on peut espe´rer que bon nombre de proprie´te´s
que l’on observe chez eux, sont pre´sents meˆme dans des mode`les non-inte´grables. Citons
e´galement le fait que l’Ansatz de Bethe diagonalise le Hamiltonien de la the´orie dans
une base qui a une interpre´tation naturelle: dans la limite thermodynamique L → ∞,
c’est celle des e´tats asymptotiques, compose´s de (quasi-)particules dont la diffusion est
factorise´e. Dans la limite d’e´chelle relativiste, on retrouve ainsi la vision intuitive des
the´ories des champs inte´grables. Enfin, les Equations d’Ansatz de Bethe Thermody-
namique et les Equations Non-Line´aires Inte´grales permettent des calculs explicites de
quantite´s thermodynamiques.
Cependant, il faut aussi constater les limitations de l’Ansatz de Bethe. Ainsi, le
de´veloppement perturbatif usuel en diagrammes de Feynman, qui correpond par exemple
au de´veloppement de haute tempe´rature de l’e´nergie libre des the´ories asymptotique-
ment libres, est paradoxalement difficile voire infaisable par l’Ansatz de Bethe; de plus,
l’identification exacte de la constante de couplage renormalise´e, et donc de la fonction
β exacte est ge´ne´ralement impossible, a` cause des me´thodes de re´gularisation spe´ciales
employe´es pour l’Ansatz de Bethe. Il paraˆıt e´galement difficile d’en extraire les fonctions
de corre´lation des observables; ceci est d’ailleurs l’objet de recherches actives dans le
domaine des mode`les inte´grables (facteurs de forme, etc).
Signalons enfin quelques extensions possibles des travaux contenus dans cette the`se.
Tout d’abord, on peut conside´rer des ge´ne´ralisations supersyme´triques des e´quations du
chapitre 2: on a des familles de de´formations des super-alge`bres de Lie, qui donnent
lieu a` de nouvelles Equations d’Ansatz de Bethe. Bien que celles-ci aient de´ja` e´te´ large-
ment e´tudie´es, il serait inte´ressant de classifier de manie`re ge´ne´rale leurs proprie´te´s, dans
l’esprit de ce qui a e´te´ fait au chapitre 2.
Ensuite, les NLIE pre´sente´es au 3.3 (pour le mode`le de Toda affine complexe) doivent
pouvoir s’e´tendre aux mode`les fusionne´s; ainsi, le mode`le a` 19 vertex admet une NLIE,
dont il serait inte´ressant de prendre la limite d’e´chelle relativiste. La structure des NLIE
doit rester plus simple que celle des TBA correspondantes, mais tout de meˆme plus
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complique´e que dans le cas non-fusionne´: les NLIE sont-elles alors encore des sortes de
“fonctions de comptage physiques” ? Y a-t-il encore “resommation des magnons” associe´s
a` la syme´trie g ? Il y a la` une analyse qu’il reste a` effectuer.
Venons-en finalement au mode`le de Kondo ge´ne´ralise´. L’e´tude qui en a e´te´ faite
au 4.3 est quelque peu incomple`te. Tout d’abord, les re´sultats propose´s ne sont pas
tous sous une forme qui ait un sens physique direct: ainsi, il serait inte´ressant de re-
lier les matrices S impurete´/excitations physiques a` la re´sistivite´, qui est elle observable
“expe´rimentalement”. Dans le meˆme ordre d’ide´es, il faudrait relier de manie`re plus
pre´cise les re´sultats de l’Ansatz de Bethe avec ceux obtenus par des me´thodes de the´orie
conforme: ceci suppose de de´velopper plus longuement les conside´rations du 4.3.4.
Ensuite, il serait inte´ressant de briser la syme´trie SU(f), de fac¸on a` conside´rer des
saveurs qui ont des couplages d’intensite´ ine´gale avec l’impurete´. Ce proble`me n’est pas
re´solu a` l’heure actuelle, car il n’est pas e´vident, si l’on conside`re des constantes de cou-
plage ge´ne´rique pour chaque saveur, de pre´server l’inte´grabilite´. Cependant, des travaux
re´cents sugge`rent que cela est possible, mais cela n’a pas e´te´ montre´ explicitement au
niveau des Equations d’Ansatz de Bethe.
Il reste enfin un cas ou` le mode`le de Kondo ge´ne´ralise´ n’a pas e´te´ e´tudie´: celui ou`
les impurete´s appartiennent a` des tableaux de Young non-rectangulaires. Le cas non-
rectangulaire pre´sente un inte´reˆt particulier; il devrait permettre de tester sur un cas
non-trivial l’ide´e intuitive qui se de´gage de la solution par l’Ansatz de Bethe (du cas
rectangulaire): l’impurete´, au point fixe infra-rouge, et quel que soit le re´gime, peut eˆtre
conside´re´e comme un complexe forme´ de l’impurete´ nue et d’un certain nombre d’e´lectrons
(figure 53).
spin SU(N)
spin SUq(N)
SUR-ECRANTAGESOUS-ECRANTAGE
Fig. 53: Impurete´ nue/impurete´ e´crante´e. Sur cette figure, N = 5, f = 4. A
gauche, sous-e´crantage d’une impurete´ 3×6; a` droite, sur-e´crantage d’une impurete´
3 × 3. Les boˆıtes en pointille´ sont les boˆıtes des e´lectrons qui vont se coller a`
l’impurete´.
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Dans le cas rectangulaire sur-e´crante´, cette vision est indistinguable67 d’une autre
vision plus na¨ive, qui consiste a` dire que le spin SU(N) de l’impurete´ nue s’est “trans-
forme´” en le meˆme spin Uq(sl(N) de l’impurete´ habille´e (et qui conduit a` l’hypothe`se de
fusion). Le cas non-rectangulaire devrait permettre de trancher.
On peut encore utiliser l’Ansatz de Bethe pour re´soudre le mode`le avec impurete´s
non-rectangulaires, mais comme l’hypothe`se de corde n’est alors plus valable, il est impos-
sible d’appliquer le formalisme des BAE continues et des TBA. Cependant, rien n’empeˆche
de court-circuiter les TBA et d’utiliser directement les e´quations de fusion. Pour cela, il
est ne´cessaire de conside´rer des e´quations de fusion pour des tableaux non ne´cessairement
rectangulaires. Ces e´quations existent, on peut meˆme en e´crire de toutes sortes: reste
a` de´terminer lesquelles sont utiles, et comment y incorporer l’effet des e´lectrons sur
l’impurete´, ce qui doit conduire aux e´quations de fusion modifie´es. Il ne semble pas
y avoir de difficulte´ particulie`re a` cette approche, et elle paraˆıt donc particulie`rement
prometteuse.
67 modulo une conjugaison, comme on le voit sur la figure 53; ce qui est peut-eˆtre de´celable
dans le signe de certaines expressions.
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Appendice
Dans cet appendice sont regroupe´s les cinq articles que j’ai e´crits durant ma the`se.
Le premier article [I] a e´te´ publie´: sa re´fe´rence est Nucl. Phys. B497 (1997), 725. Le sec-
ond article [II], qui est la suite du premier, a e´te´ accepte´ pour publication dans Commun.
Math. Phys. Le troisie`me [III], e´crit en collaboration avec N. Andrei, a e´te´ accepte´ dans
Nucl. Phys. B. Le quatrie`me [IV] a e´te´ accepte´ dans J. Phys. A. Enfin, le cinquie`me [V],
e´crit avec V. Kazakov, n’a pas encore e´te´ soumis.
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